Problema Saptamaéanii 394
Fie a,b, c numere reale pozitive astfel incat a + b+ ¢ = 3. Aratati ca

a? N b? N c? >3
2+1 c2+1 a24+1—2°

Solutia 1: Folosim inegalitatea lui Titu Andreescu,

Srim 2 S
" b2 +1 a2b2 —I— a2 YaP?+ > a?
Notadm a? 2 2,02 2 y si 2 2 2. Este suficient si ardtim ci 2(z + y + 2)? > BZJ:y + BZx.

cyc cyc
Tinand cont ca a + b+ ¢ = 3 si folosind din nou inegalitatea lui Titu Andreescu, obtinem

(a+b+c)?
3
Concluzia urmeazd adunand inegalitétile (z + y + 2)? > 323: si(z+y+2)?> 32:173/, cea din

cyc cyc

rtytz=a’+0+c> =3 (x+y+2)?>3+y+2)

urma inegalitate fiind echivalentd cu 3 - Z(x —y)? > 0, evident.
cyc
Solutia 2: Rescriem membrul stang al inegalitatii astfel:

ZbQ+1_Z( b2+1> 2 ZbQJrl

cyc cyc cyc cyc

Folosind inegalitatea mediilor, AM-GM, pentru a doua suma, obtinem

PRIUEES SERD DU D) YEEEES gty

cyc cyc cyc cyc cyc

Din Solutia 1, ZaZ > 3, deci ramane ca ZaQ > Zazb. Intr-adevir, inmultind cu 3, avem

cyc cyc cyc
3 a?=(a+b+o)(a®+ >+ ) =) a*+ > aP(b+c)>3D a?b.
cyc cyc cyc cyc
Aceasta revine la 2:((13 + b%a — 2a*b) = Za(a —0)%? > 0, adevarat.
cyc cyc

Observatie: Putem folosi inegalitatea mediilor a®+0b%a > 2v/a*h? = 2a2b, impreuni cu analoagele.

Solutia 3: Elimininand numitorii, inegalitatea revine la

22@462 + 22@4 > 3a’b*c? + ZaQb2 + Zaz +3.

cyc cyc cyc cyc

Din inegalitatea mediilor, Za402 = a'c® + b*a® + cM? > 3¢/ (abc)® = 3a?b?c®. Prin urmare, este
cyc

suficient ca Za402 + 22@4 > Za2b2 + Za2 + 3. Adunand in ambii membri ai inegalitatii

cyc cyc cyc cyc
ZaQ, obtinem forma echivalenta Z(a4c2 +c*)+ 22&4 > ZaQbZ + 22@2 + 3. Din inegalitatea
cyc cyc cyc cyc cyc



mediilor, Z(a402 +c%) > 2Za202, deci avem de demonstrat ci 22@4 + Za2b2 > 22@2 +3

cyc cyc cyc cyc cyc
sau, iInmultind prin 2, avem 32@4 +(a* +b* + ¢*)? > 42(12 + 6.
cyc cyc
a® + b + c2)?
Cum 32@4 >3- ( 3 ) = (a®+b*+c*)? > 3(a® +1*+ ), iar cum (a®+b*+c?)* > 32@2,
cyc cyc

inegalitatea revine la ZaQ > 3, ceea ce este evident.
cyc
Egalitatea se realizeaza pentru a =b =c = 1.

Generalizare: Fie a,b, c numere reale pozitive astfel incat a + b+ ¢ = 3 si fie n € N*. Aratati ca
a” N b" N c" S 3
bm+1 c»+1 a"+1" 2
Solutie: Aplicand inegalitatea mediilor, obtinem

Z[a”—l—(n—l)] ZZn{‘/a_":nZa:?m sau Za” >3n—(3n—3) =3.

cyc cyc cyc cyc

Folosind inegalitatea lui Titu Andreescu, avem

a” (a™)? (@™ + b + )2 (@a” +b"+cv)? 3
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2
unde am folosit <Za”) = Za" : Za” > SZCL" si inegalitatea (x +y+2)* > 3(zy +yz + 2x),

cyc cyc cyc cyc
pentru x = a”™,y = b" si z = . Egalitatea se atinge pentrua =0 =c = 1.

Observatie: Daca n = 0, atunci inegalitatea se transforma in egalitate, oricare ar fi a,b,c > 0
pentru care a + b+ ¢ = 3.



