HiPerMath by Upper.School (2023-2024)
Program for High Performance in Mathematics
- Editia a V-a -

Sectiunea Juniori

Simulare 2 - Baraj juniori
03 Martie 2024

- Solutii -

Selectie probleme
Andrei Eckstein


https://upper.school/curs/hipermath-by-upper-school-2023-2024/
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§1 Solutii

Problema 1
Fie a, b, c numere reale. Aratati ca a®+ 4b® +8c? > 2ac+ 3ab+ 4bc. Cand are loc egalitatea?

Olimpiada Estonia, 2008

2 2
Demonstratie. Putem rescrie echivalent inegalitatea sub forma 3 (b — g) +(b—2¢)*+ (20 — ;) >
2

3b 7
0sau [a— 5 ¢ + 1 (b — 20)2 > 0. Ambele inegalitati sunt evidente. Din prima scriere se
vede imediat cazul de egalitate a = 2b = 4c¢. Cu scrierea a doua ea rezulta inlocuind b = 2¢ in
3b
———c=0.
a— 5 —c

O alta varianta este sa tratam expresia ca pe un trinom de gradul II intr-una din variabile. Un
asemenea trinom pastreaza semn constant daca are A < 0.

Barem:

e scrie expresia ca pe o suma de patrate ... ... op

o deduce cazul de egalitate (Pentru ghicirea cazului de egalitate se va acorda 1 punct.
Ghicirea poate fi utila la gasirea primei rescrieri.) ... ... 2p

Problema 2

Fie n > 2 un numar natural fixat. Pe un cerc se scriu cu albastru £ > 2 numere, toate
apartinand multimii A = {1,2,...,n}. Numerele se pot repeta si nu este obligatoriu ca pe
cerc si apara toate elementele lui A. Intre oricare dous numere vecine scrise cu albastru se
scrie cu rosu media loc aritmetica. Aflati cea mai mica valoare a lui k pentru care exista o
alegere a numerelor albastre care face ca printre numerele scrise cu rogu sa figureze toate
elementele multimii A.

Andrei Eckstein

Demonstratie. Incepem cu citeva observatii evidente:

1. Pe tabla vom avea k numere rosii, deci trebuie sa avem k > n.

2. Pentru ca pe tabla sa apara un 1 rosu trebuie sa avem doi de 1 albasti vecini. La fel, pentru
a avea un n rosu, trebuie sa avem doi de n albastri vecini.

3. Daca n este par, trebuie sa avem pe tabla si numere albastre impare (méacar pe 1) si numere
albastre pare (macar pe n). Vom avea cel putin doud perechi de numere albastre vecine formate
din doua numere de paritati diferite, deci cel putin doua numere rosii neintregi.

Conchidem ca in cazul n par avem nevoie de cel putin n + 2 numere albastre (pentru a obtine
eventual n numere rosii intregi).

Vom arata ca, pentru n par, kK minim este intr-adevar n + 2. Putem Intr-adevar scrie cu albastru
n + 2 numere in urmatoarea ordine:

1,1,3,3,5,5,....n—3,n—3,n—1,n—1,n,n.

Mediile a cate doi vecini, incepand de la perechea 1,1 si terminand cu perechea n, 1 care inchide

cercul sunt: 1,2,3,...n—3,n—2,n—1,n — %, n, ”;rl, lista care face sa apara toate elementele
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lui A.
Daca n = 4m + 1, m € N*, putem scrie cu albstru n = 4m + 1 numere in urmatoarea ordine:

1,1,3,3,....2m—12m —1,2m+ 1,2m+3,2m+3,...,4m —1,4m — 1,4m + 1,4m + 1.

Mediile a cate doi vecini, incepand de la perechea 1,1 si terminand cu perechea 4m + 1,1 care
inchide cercul, sunt:

1,2,3,....2m—1,2m,2m +2.2m +3,...,d4m — 1, 4m, dm + 1,2m + 1,

lista care face sa apara toate elementele lui A.

Dacd n = 4m + 3, m € N, nu putem avea doar n numere albastre. Intr-adevar, daci am avea
k = n numere albastre, pentru a obtine toate numerele de la 1 la n rosii, trebuie sa nu avem
numere rogii neintregi, deci trebuie ca toate cele k = n numere sa fie de aceeasi paritate. Avand
nevoie de perechea 1, 1, toate cele k numere trebuie sa fie impare, deci suma lor este impara. Dar
suma numerelor albastre este egala cu suma numerelor rosii, iar suma numerelor rosii trebuie sa
fiel+2+...+(4m+3) = (4m + 3)(2m + 2), adica para. Conchidem ca nu putem avea numai
n numere albastre, este nevoie de cel putin n + 1. Exemplul de mai jos arata ca in acest caz
minimul este n + 1:

scriem cu albastru, in ordine, urmatoarele n + 1 numere:

1,1,3,3,5,5,...,n—2,n—2,n,n.

Mediile a cate doi vecini vor fi, incepand de la perechea 1,1 si terminand cu perechea n, 1 care

inchide cercul: 1,2,3,....,n—2,n — 1,n, ”T“, lista care face sa apara toate elementele lui A.

In concluzie, raspunsul este: k = n + 2 daci n este par, k = n dacii n este de forma 4m + 1 si
k =mn 4+ 1 daca n este de forma 4m + 3.

Barem:
o eXemPlU PENETU 1 PAT . .o oo e 1p
o exemplu pentru 1 =4m 4 1 ... 1p
o exemplu pentru 1 = 4k 3 ... e 1p
e daca n este par, avem minim doua numere rosii neintregi ... ............. .. ... 1p
« suma numerelor rosii este cat cea a numerelor albastre ... ...... ... .. .. .o L 1p
e 1n cazul n = 4m + 3 nu putem avea numai n numere albastre ... ................. ... 1p
o finalizare ... ... 1p
O
Problema 3

Determinati tripletele (a, b, ¢) de numere naturale nenule care au proprietatea ca
cm.m.d.c.(a,b,c) =1si a+ b+ cdivide a” + b" + ¢" oricare ar fi n € N*.

Olimpiada Canada, 2005
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Demonstratie. Cum a + b+ ¢ > 1, el are cel putin un divizor prim. Fie p un divizor prim al
lui @ + b+ ¢. Conform micii teoreme a lui Fermat, a?~! = 1 (mod p) sau a?~* = 0 (mod p)
dupd cum a { p, respectiv a | p. La fel si pentru *~! gi ¢»~1. Cum p nu poate divide fiecare din
numerele a, b, ¢, avem ci aP~t + b1 + 1 =1,2,3 (mod p). Pe de altd parte, cum p divide
a+b+c,iar a+b+c divide a?~! + 0P~ + P71 deducem cd p € {2,3}. Asadar, a+ b+ c trebuie
sa fie un numar de forma 2% -3/, cu k,j € N.

Deoarece a, b, c nu pot fi toate pare, vom avea a? + b* + ¢* = 1,2,3 (mod 4), deci a + b+ ¢ nu
poate fi divizibil cu 4. Asadar, k € {0,1}.

Se stie ca un cub poate fi congruent numai cu —1, 0 sau 1 modulo 9, deci a® = 0,1 (mod 9).
Dar a, b, c nu pot fi toate trei divizibile cu 3, deci avem ca a® + % + ¢® = 1,2,3 (mod 9), deci
a + b+ ¢ nu poate fi divizibil cu 9. Agadar, 7 € {0, 1}.

Prin urmare, a +b + ¢ € {1,2,3,6}. Dar a,b,c € N*| deci numerele pot fia =b = ¢ = 1,
{a,b,c} ={1,2,3} sau 1, 1,4 intr-o anumita ordine.

Este evident ca 1 + 1 + 1 divide 1™ + 1" 4 1™ pentru orice n si ugor de verificat ca 1 + 144
divide 1™ 4 1™ 4 4™ pentru orice n. In schimb, 1 + 2 + 3 nu divide 12 + 22 + 32, deci cazurile cu
{a,b,c} ={1,2,3} nu convin.

Solutiile sunt: (1,1,1), (1,1,4), (1,4,1) si (4,1,1).

Barem:
e singurii divizori primi ai luia+b+cpot i2gi3 ... ... 3p
e a+b+cnuedivizibil cud ... 1p
e a+b+cnuedivizibil cu 9 ... o 2p
o finalizare ... . 1p
m
Problema 4

Fie ABC un triunghi neisoscel, M un punct in interiorul sau astfel incat <ABM = <AC'M,
E proiectia lui M pe bisectoarea interioara a unghiului A, F' simetricul lui M fata de F si
@ mijlocul lui [BC].

a) Aratati ca EQ || AF.

b) Demonstrati ca punctele @), E si proiectia lui M pe bisectoarea exterioara a unghiului A
sunt coliniare.

Dan-Stefan Marinescu si Ciprian Demeter, Concursul ,,Nicolae Coculescu”, Slatina, 2009

Demonstratie. a) Fie B’ i C' proiectiile lui M pe laturile AB, respectiv AC. Atunci punctele
B', ' si E se afla pe cercul de diametru [AM]. In plus, cum (AE este bisectoarea unghiului
IB'AC’; avem ca EB’ = EC'. Daca notam B” gi C” mijloacele segmentelor [M B], respectiv
[MC], se arata usor ca triunghiurile QB'B” si C'QC"” sunt congruente (LUL). Obtinem ca
QB = QC", deci @ si F se afla pe mediatoarea lui [B'C’]. Asadar, QF L B'C’. Pe de alta parte,
centrul cercului circumscris triunghiului AB'C” se afla pe semidreapta (AM, deci ortocentrul se
afla pe izogonala acesteia, adica pe (AF. Deducem ca AF | B'C' gi, deci, ca AF || QF.

b) Daca M’ este proiectia lui M pe bisectoarea exterioara a unghiului A, avem ca <M'AFE =
<IMM'A=<MEA =90°, deci MM'AE este dreptunghi. Atunci AM’ este paralel si egal cu
ME;, deci i cu EF. Asadar, M'AFFE este paralelogram. Rezulta ca M'E || AF, deci M', E si
() sunt coliniare.
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Barem:
o aratd cad EB' = EC ... 1p
o aratd ca QB = QU ... 2p
o deduce ca QF L B/C .. 1p
o finalizarea punctului @) ... ..o 1p
o demonstrarea cerintei de la b) ... ... 2p

Timp de lucru: 240 de minute.

Pentru fiecare problema se acorda maxim 7 puncte.

Nu este permisa utilizarea calculatorului sau a oricarui alt instrument, cu exceptia riglei si a
compasulus.
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