28500, Fie n > 4 un numdr natural. Pentru fiecare mulfime finitd de numere
naturale A notdm cu n(A) numdrul submulfimilor sale nevide ce au suma elementelor
divizibild cu n. Determinafi cea mai micd gi cea mai mare valoare pe care o poate
lua n(A), cdnd A parcurge familia multimilor de n 4+ 1 numere naturale, nu toate
divizibile cu n.

Cristi Sdvescu, Focsgani

Solutie. Spunem ca o submultime X C A este bund daca suma elementelor
sale este divizibild cu n. Vom demonstra ci maxn(A) = 2" — 1 si minn(A4) = 3.

Multimea A’ = {n,2n,...,n% n? + 1} are proprietatea ci n(4’) = 2" — 1,
deoarece A’ \ {n% + 1} are n elemente divizibile cu n, deci orice submultime nevida
a sa este bung, iar orice submultime a lui A’ care il contine pe n? + 1 nu are suma
elementelor divizibila cu n.

Presupunem, prin absurd, cd existd A cu n(A4) > 2" — 1. Fie a € A oarecare.
Grupdm submultimile nevide ale lui A si diferite de {a} in 2" — 1 perechi de forma
(T,T U {a}), unde T parcurge toate submultimile nevide ale lui A\ {a}. Din prin-
cipiul cutiei rezulta ca exista o pereche in care ambele multimi au suma elementelor
divizibild cu n, deci n divide a. Cum a a fost ales arbitrar, rezultd cd n divide toate
elementele lui A, fals. Rezultd n(A) < 2" - 1.

Multimea A” = {n+1,2n+1,...,n? + 1,n3} verifici n(A"”) = 3 pentru ci
submultimile A”, {n®} si A” \ {n®} sunt bune, iar orice alti submultime a sa este o
submultime proprie a multimii {n+1,2n+1,...,n% 4+ 1}, eventual reunita cu {n3},
deci suma elementelor sale nu este divizibila cu n.

Aritim cd n(A) > 2. Fie A= {a; < a3 <... < ant1}- Notim 4y = @, Ax =
{a1,a2,...,ak}, 5o =0si sy =ai1+az+...+ax, pentru fiecare k € {1,2,...,n+1}.

Numerele sg, 81,82, ..., Sn+1, care sunt in numér de n+2, dau n resturi posibile
la impértirea cu n, si anume 0, 1,...,n— 1. Din principiul cutiei, fie existd i < j <k
pentru care s; = §; = s, (mod n) §i atunci submulfimile A; \ A; §i A\ A; sunt
bune, fie existd patru indici diferiti i < j,k <l pentru care s; =s; # sy = 5 (mod
n) si atunci submultimile A; \ A; si A; \ Ag sunt bune. Rezultd n(A) > 2.

Presupunem ci n(A) = 2 si fie PR C A cele doud submult{imi bune. Din
modul de alegere descris in paragraful precedent, observiim c& P si R contin elemente
consecutive din girul (ax)igkgn41. Dacd P C R, atunci submultimea R\ P este
bund, prin urmare n(A) > 2, fals, Similar pentru R C P. Daci PN R = 0, atunci
submulfimea P U R este buni, adici din nou obtinem n(4) > 2, fals. Deducem c&
PNR,P\Rsi R\ P sunt nevide, deci |P| > 2 gi |R| > 2.

Considerdm acum multimile Ty = {a1}, T} = {a1,a3}, T = {a1,4a3,a5},
<+ Tig) = {an,03,..., agrg)41}, 8poi Tigyiy = {ay,a3,..., 0913141, 02}, Tiglea =
{a1,03,...,02(3]+1,02, a4}, etc. Fie to,t1,...,t, suma elementelor acestor multimi.
Atunci doua dintre ele (¢; si t;, i < j) vor fi congruente modulo n. Rezultg ci T;\Ti
are suma elementelor divizibild cu n, deci T} \ T; = P sau T; \T; = R. Observim



cil elementele din Tj \ 7; nu sunt aldturate in girul (ax)i1gkg<n+1 §i astfel ajungem la
o contradictie. In concluzie, avem n(A) > 3.



