
Problema săptămânii 385 

Fie 𝑂 centrul cercului circumscris triunghiului 𝐴𝐵𝐶, iar 𝐷 și 𝐸 picioarele înălțimilor din 𝐴, respectiv 𝐵. 

Dreapta 𝐷𝐸 intersectează cercul circumscris triunghiului 𝐴𝐵𝐶 în punctele 𝑃 și 𝑄. Fie 𝐴′ și 𝐵′  

simetricele punctelor 𝐴 și 𝐵 față de 𝐵𝐶, respectiv 𝐴𝐶. Arătați că punctele 𝐴′, 𝐵′, 𝑃 și 𝑄 se află pe un 

cerc. Dacă 𝑂′ este centrul acestui cerc, arătați că 𝐶 este mijlocul segmentului [𝑂𝑂′]. 

 Soluție:  

 

 

 

 

 

 

 

Presupunem ordinea 𝑄 − 𝐷 − 𝐸 − 𝑃. Fie 𝑂′ simetricul lui 𝑂 față de 𝐶. Folosind relația lui Stewart 

avem 𝑂𝐸2 = 𝑅2 − 𝑎𝑐cos𝐴cos𝐶 și 𝑅2ℎ𝑏 − 2(𝑅2 − 𝑎𝑐cos𝐴cos𝐶)ℎ𝑏 +𝑂𝐵′2ℎ𝑏 = 2ℎ𝑏
3. Obținem  

𝑂𝐵′2 = 2ℎ𝑏
2 + 𝑅2 − 2𝑎𝑐cos𝐴cos𝐶. Cu formula medianei rezultă că  

4𝐵′𝐶2 = 2𝑂𝐵′2 + 2𝑂′𝐵′2 − 𝑂𝑂′2 

2𝑂′𝐵′2 = 4𝑎2 − 4ℎ𝑏
2 − 2𝑅2 + 4𝑎𝑐cos𝐴cos𝐶 + 4𝑅2 

2𝑏2𝑂′𝐵′2 = 4𝑎2𝑏2 − 16𝑆2 + 2𝑏2𝑅2 + (𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2) 

2𝑏2𝑂′𝐵′2 = 4𝑎2𝑏2 − 2𝑎2𝑏2 − 2𝑏2𝑐2 − 2𝑎2𝑐2 + 𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 + 2𝑏2𝑅2 + 𝑏4 − 𝑐4 − 𝑎4 + 2𝑎2𝑐2 

2𝑏2𝑂′𝐵′2 = 2𝑎2𝑏2 − 2𝑏2𝑐2 + 2𝑏4 + 2𝑏2𝑅2 ⟺ 𝑂′𝐵′2 = 𝑎2 − 𝑐2 + 𝑏2 + 𝑅2 

Analog obținem 𝑂′𝐶′2 = 𝑏2 − 𝑐2 + 𝑎2 +𝑅2, deci 𝑂′𝐵′ = 𝑂′𝐶′. 

   Cu puterea punctului față de cerc avem 

𝑃𝐸(𝑐cos𝐶 + 𝑄𝐷) = 𝑎𝑐cos𝐴cos𝐶, 𝑄𝐷(𝑐cos𝐶 + 𝑃𝐸) = 𝑏𝑐cos𝐴cos𝐶. 

Scăzând aceste relații obținem 𝑃𝐸 − 𝑄𝐷 = 𝑎cos𝐴 − 𝑏cos𝐵 și apoi  𝑄𝐷2 + 2𝑏 ∙ 𝑄𝐷cos𝐴cos𝐶 =

𝑏𝑐cos𝐵cos𝐶. Aplicând teorema cosinusului în triunghiul 𝑄𝐷𝐶, avem  

𝑄𝐶2 = 𝐷𝐶2 + 𝑄𝐷2 + 2𝐷𝐶 ∙ 𝑄𝐷cos𝐴 = 𝑏2 cos2 𝐶 + 𝑄𝐷2 + 2𝑏 ∙ 𝑄𝐷cos𝐴cos𝐶

= 𝑏cos𝐶(𝑏cos𝐶 + 𝑐cos𝐵) = 𝑎𝑏cos𝐶 =
𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2

2
. 

Folosind formula pentru lungimea medianei în triunghiul 𝑂𝑄𝑂′ deducem că 

4𝑄𝐶2 = 2𝑄𝑂2 + 2𝑄𝑂′2 −𝑂𝑂′2 ⟺ 2𝑎2 + 2𝑏2 − 2𝑐2 = 2𝑅2 + 2𝑂′𝑄2 − 4𝑅2, 

deci 𝑂′𝑄2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 + 𝑅2. 

 Am obținut 𝑂′𝑃 = 𝑂′𝑄 = 𝑂′𝐴′ = 𝑂′𝐵′ 

 


