Problema saptamanii 385

Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, iar D si E picioarele inaltimilor din A, respectiv B.
Dreapta DE intersecteaza cercul circumscris triunghiului ABC in punctele P si Q. Fie A’ si B’
simetricele punctelor A si B fata de BC, respectiv AC. Aratati ca punctele A’, B’, P si Q se afla pe un
cerc. Dacd O’ este centrul acestui cerc, aratati c3 C este mijlocul segmentului [00'].

Solutie:

\i¢
Presupunem ordinea Q — D — E — P. Fie O’ simetricul lui O fata de C. Folosind relatia lui Stewart

avem OE? = R? — accosAcosC si R*h;, — 2(R? — accosAcosC)hy, + OB'?h,, = 2h3. Obtinem
0B'? = 2h% + R? — 2accosAcosC. Cu formula medianei rezults c3

4B'C? = 20B'?> + 20'B'? — 00"
20'B'? = 4a% — 4h% — 2R? + 4accosAcosC + 4R?

2b%0'B'? = 4a?bh? — 1652 + 2b%R% + (b% + ¢ — a?)(a® + b? — ¢?)

2b%0'B'? = 4a?b? — 2a?b? — 2b%c? — 2a%c? + a* + b* + ¢* + 2b%2R%? + b* — c* — a* + 2a?c?
2b%0'B'? = 2a®b? — 2b*c? + 2b* + 2b*R* < 0'B'* = a? — ¢* + b® + R?
Analog obtinem 0'C'?> = b2 — c? + a? + R?,deci0'B' = 0'C".

Cu puterea punctului fata de cerc avem

PE(ccosC + QD) = accosAcosC,QD(ccosC + PE) = bccosAcosC.

Scazand aceste relatii obtinem PE — QD = acosA — bcosB si apoi QD? + 2b - QDcosAcosC =
bccosBcosC. Aplicand teorema cosinusului in triunghiul QDC, avem

QC? = DC? + QD? + 2DC - QDcosA = b% cos? C + QD? + 2b - QDcosAcosC
a? + b? — c?
2

Folosind formula pentru lungimea medianei in triunghiul 0Q0' deducem c3

= bcosC (bcosC + ccosB) = abcosC =

4QC% = 2Q0% + 200" — 00'% & 242 + 2b* — 2c% = 2R? + 20'Q? — 4R?,
deci 0'Q? = a? + b? — ¢? + R?.

Am obtinut O'P =0'Q = 0'A’ = 0'B'’



