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Simulare 1 Baraj juniori

§1 Solutii

Problema 1
Determinati toate numerele naturale n pentru care exista aq,as, ..., a, € N* astfel incat
1 2 n 1
a1 +2as+3a3+...+na, =6n gi —+ —+ ...+ — =2+ —.
aq (05} Qp, n
baraj Olanda 2015
Demonstratie. Din inegalitatea lui Titu Andreescu rezulta ca
2n+1 12 22 n? (1+2+...4+n)? n(n+ 1)
= et — > = :
n 1l-a1  2a9 na, ~ ai;+ 2as+ ...+ na, 24

deci c&d n%(n +1)? < 24(2n + 1) < 48(n + 1), de unde n*(n + 1) < 48. Deducem cia n < 3.

Pentru n = 1 ar trebui ca a; = 6 dar totodata si — = 3, ceea ce nu se poate.
51
1 2 5
Pentrun = 2 ar trebui ca a;+2a; = 1251 —+— = 3 Din prima relatie rezulta as € {1,2,3,4,5}
ap Qg
dar niciuna din aceste variante nu conduce la o solutie cu aq, ay € N*.

. 3 7

In fine, pentru n = 3 ar trebui ca a; + 2as +3a3 =18 i — + — 4+ — = 3 Gasim destul de
ap Gz ag

usor solutia r =6, y =3, z = 2.

In concluzie, n = 3 este singurul numar cu proprietatea din enunt,.

Barem:
o ATata CA 1 < 3. ot 4p
o exemplu PENtIU 70 = 3 ... o 2p
o Arata cAm =181 =2 NU CONVINL. ... .0\ttt e e 1p
]
Problema 2

Fie C; si C5 doua cercuri care se intersecteaza in F si in F' gi avand razele diferite. Notam cu
O; si Oy centrele cercurilor C, respectiv Cy si consideram 7775 o tangenta comuna la cele
doua cercuri cu T} € C si Ty € Cs. Aratati ca dreptele T10s, T50; si EF sunt concurente
daca i numai daca unghiul O;F O, este drept.

Alexzandru Girban

Demonstratie. Vom folosi urmatoarea proprietate bine cunoscuta:
Daca A, B,C, D sunt patru puncte distincte in plan (sau spatiu), atunci AC' L BD daca si
numai dacd AB? + CD? = AD? + BC?.

Fie {P} = 710, N T5,0,. Vom arata ca P € EF < OF 1L OF. Cum EF 1 0,0,
P € EF & PE 1 0,0, & PO? + EO3 = PO3 + EO?. Daca notam razele cercurilor Cy si C
cu Ry, respectiv Ry, ultima relatie se scrie

PO} — PO; = R} — Ry (%)
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Cum O1T; || OoT5 (ambele perpendiculare pe T173), avem ca AO; PT} ~ ATy POy, raportul de

asemanare fiind —. Deducem ca
2

PO2:( Rl )2'OT2 ( Rl )2(R2+TT2)
V" \R, + R, 152 R, + R, Lot

2
R2> - (R3 + T1T%). Astfel, relatia (x) este echivalentd cu
R+ Ry

Analog, PO3 = (
Ri— R,  (Ri-R)TWT}

R2_R2:
! > (Ry + Ry)? (Ry + Ry)?

Cum R; # R, ultima relatie se scrie echivalent (R;+Ry)* = Ri+R2+T, T3, adicd T1 T3 = 2R, R,.
Dar, ducand o paraleld prin Ty la 010, se vede usor ca 1173 = 0103 — (R; — R»)?, deci relatia
T\T? = 2R, Ry este echivalentd cu 0103 = R? + R? = O1F? + OoF?, deci cu O F L O, F

Alta demonstratie a implicatiei

Daca O1F 1L OqF, atunci O1F este tangenta la Cy, deci puterea lui O fata de cercul Cy este
R? = O,T?. Asta arati ci O; are aceeasi putere fata de Cy si cercul de diametru [T77,]. Asadar
axa radicala a acestor doua cercuri este O;75. Analog se arata ca axa redicala a cercului de
diametru [T1 73] si a lui C; este OoT7. Atunci axele radicale ale acestor trei cercuri, O;Ts, O2Ty
si EFF, sunt concurente in centrul radical al celor trei cercuri.

Remarca: Doua cercuri secante care au proprietatea ca tangentele in punctele comune sunt
perpendiculare se numesc ,,ortogonale”.

Barem:
« demonstrarea implicatiei [=] ... ... ... 4p
o demonstrarea implicatiel [<=] ... ... 3p
O
Problema 3

Determinati perechile (n,d) de numere naturale nenule care au proprietatea ca, dintre orice
n + 2 numere naturale se pot alege n cu suma divizibila cu d.

Demonstratie. Vom demonstra ca singurele perechi care satisfac enuntul sunt cele de formele:
(k,1), (2k,2) si (3k,3), cu k € N*.
Evident, orice pereche (k, 1) are proprietatea din enunt.
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O pereche de forma (n,2) are proprietatea doritd dacs si numai daci n este par. Intr-adevir,
din n + 2 numere impare, oricum am alege n, suma va fi impara, deci nedivizibila cu 2. Daca
insa n este par, atunci oricum putem alege din n + 2 numere n cu suma para. De exemplu,
putem alege succesiv perechi de numere care au aceeasi paritate pana ce raman numai doua
numere. Suma numerelor alese este para.

O pereche de forma (n,3) are proprietatea dorita daca si numai daca 3 | n. Aceasta conditie
este necesara, altminteri din n + 2 numere care dau restul 1 la impartirea cu 3, oricum am alege
n, suma va fi congruenta cu n modulo 3, deci nu va fi congruenta cu 0 modulo 3.

Pe de alta parte, din oricare 5 numere pot alege 3 cu suma divizibila cu 3: daca am trei numere
care dau acelasi rest la impartirea cu 3, le aleg pe acelea; daca am trei numere care dau resturi
diferite la impartirea cu 3, le aleg pe acelea. Ori cu siguranta suntem in cel putin una din aceste
doua situatii. Astfel, din n + 2 = 3k + 2 numere pot succesiv sa aleg cate 3 cu suma divizibila
cu 3, pana cand raméan cu numai 2 numere. Suma numerelor alese este multiplu de 3.

In fine, nu exista perechi convenabile de forma (n,d) cu d > 4. Intr-adevar, alegand 3 numere
congruente cu 1 modulo d si celelalte n — 1 divizibile cu d, oricum am alege n numere, suma lor
va da unul din resturile 1, 2 sau 3 la impartirea cu d, deci nu va fi divizibil cu d.

Remarca: Este cunoscut urmatorul rezultat general:

Din oricare 2n — 1 numere se pot extrage n care au suma divizibila cu n.

Daca in enunt, se inlocuieste 2n — 1 cu un numar mai mic, afirmatia nu mai este adevarata.
Folosind acest rezultat, se poate demonstra ca:

Afirmatia ,din oricare a numere intregi se pot extrage b cu suma divizibila cu ¢” este adevarata
daca gi numai daca ¢ | bsia>b+c— 1. (N.B. Vasiliev, revista Kvant)

Barem:
o Conditia d < 3 este NECESATA. ... ...ttt .. 2p
« Convin toate perechile (k, 1) ... ... e 1p
o Dacad d =2, este NECESAT CA 2 | 1 ... oottt 1p
« Convin toate perechile (2k,2) ... ... Ip
o Dacd d =3, este NeCesar Ca 3 | 1 ... ..ttt 1p
« Convin toate perechile (3k,3) ... ... oo 1p
O
Problema 4

In jurul unei mese rotunde sunt asezate n persoane (n > 3) care joacd un joc. Initial, una
dintre persoanele de la masa are n carti de joc, iar celelalte n — 1 persoane nu au nicio carte.
La o mutare, unul dintre jucatorii care dispun de cel putin doua carti distribuie simultan
doua din cartile sale, una catre vecinul din dreapta, alta catre vecinul din stanga. Atunci
cand nu se mai pot face mutari jocul se Incheie.

a) Aratati ca pentru n = 7 jocul se poate incheia.

b) Aratati ca pentru n = 8 jocul nu se poate incheia, adica va exista mereu cel putin o
persoana care are cel putin doua carti.

¢) Determinati valorile lui n pentru care jocul se poate incheia.
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Demonstratie. Vom demonstra ca jocul se poate daca si numai daca n este impar. Sa demon-
stram mai intai ca daca n este impar, jocul se poate termina. Jocul se termina atunci cand
fiecare jucator are exact o carte. Vom numi super-pas o succesiune de mutari care conduc de
la configuratia (0,1,...,1,3,1,...,1,0) la configuratia (1,0,1,...,1,3,1,...,1,0,1). Mai intai
aratam cum putem efectua un super-pas:

Pornim de la (0,1,1,...,1,3,1,1,...,1,0). De aici se trece succesiv la
(0,1,1,...,1,2,1,2,1,1,...,1,0), (0,1,1,...,1,2,0,3,0,2,1,...,1),
0,1,...,1,2,0,1,3,1,0,2,1,...,1,0), (0,1,...,1,2,0,1,1,3,1,1,0,2,1,...,1,0) si agsa mai de-
parte pana cand se ajunge la (0,1,2,0,1,...,1,3,1,...,1,0,2,1,0), (0,2,0,1,...,1,3,1,...,1,0,2,0),
(1,0,1,...,1,3,1,...,1,0,1).

Sa demonstram prin inductie dupa k ca daca avem 2k + 1 jucatori in linie (cerc neinchis), iar
initial toate cartile se afla la jucatorul din mijloc (al (k + 1)-lea), se poate ajunge ca fiecare
jucdtor sa aiba exact o carte. Pentru 3 jucatori este clar cum din configuratia (0, 3,0) se ajunge
dintr-o mutare la (1,1, 1) ceea ce incheie jocul. Presupunem afirmatia adevarata in cazul a 2k — 1
jucatori. Consideram 2k + 1 jucatori, cu 2k + 1 carti la jucatorul din mijloc. Folosind pasii de
la cazul cu 2k — 1 jucatori, putem ajunge la configuratia (0,1,1,...,1,3,1,1,...,1,0). Cu un
super-pas putem ajunge la (1,0,1,...,1,3,1,...,1,0,1). Fixand 1-urile de la margine si efectu-
and succesiv super-pagi pentru grupurile (tot mai scurte) de forma (0,1,...,1,3,1,...,1,0) din
mijloc ajungem la (1,...,1,0,1,3,1,0,1,...,1). Apoi mutam (1,...,1,0,2,1,2,1,0,1,...,1),
(1,...,1,0,3,0,1,...,1) i (1,1,...,1).

Cu aceasta demonstratia in cazul n impar se incheie.

Pentru a arata ca imparitatea lui n este o conditie necesara, sa ne uitam la persoanele
care au un numar par de carti. Persoana care distribuie carti nu schimba paritatea numarului
de carti detinute, numai cei doi care primesc carti isi schimba paritatea. In functie de paritatea
numarului de carti detinute de cei doi jucatori care primesc carti la respectiva mutare, numarul
celor care au un numar par de carti poate creste cu 2, scadea cu 2 sau ramane neschimbat.
Asadar, paritatea numarului de jucatori care au un numar par de carti este un invariant. Daca
n este par, initial sunt n jucatori care au un numar par de carti, iar la final ar trebui sa fie 0
persoane cu un numar par de carti. Dar n si 0 sunt de paritati diferite, deci daca n este par,
jocul nu se poate termina.

Alta tratare a cazului cu n par

In continuare vom demonstra c& in cazul n par jocul nu se poate termina. Presupunem contrariul.
Fie n = 27, j € N. Numerotam jucatorii, in ordinea de la masa, de la 0 la 25 — 1, jucatorul 0
fiind cel care initial are toate cartile. Notam cu a; numarul de mutari (de la inceputul jocului
pana cand acesta se termina) in care jucatorul k& le-a dat cite o carte vecinilor sai. Avem atunci
relatiile: ag;—1 + a3 — 2ap = 1 — 25 (primind céte o carte la fiecare mutare efectuata de vecinii
sai, jucatorii 1 si 25 — 1 si dand mereu cate 2 carti la fiecare mutare efectuata de sine insusi,
jucatorul 0 va avea la final cu 25 — 1 mai putine carti decat la inceput), ag + as — 2a; = 1,
a; +as —2as =1, ..., agj_2 + ap — 2az;_1 = 1. (Toti ceilalti jucatorii vor avea la sfarsit cu o
carte mai mult decat au avut la inceput.) Putem rescrie aceste relatii astfel:

apg — a1 = CL1-CL2+1
a; — Qg = CLQ—CL3+]_
(j_9 — G251 = ag5-1 — g+ 1
Agj—1 — Qg = aop—ay +1—2j
Daca ap—a; = N, obtinem succesiv a;—ags = N—1,as—a3 = N—2, ..., asj_1—agp = N—(2j—1).

Adunénd aceste 27 relatii obtinem 0 = 2jN — (0+1+2+...4(2j—1)), de unde 2jN = j(25— 1),
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deci N nu este numar natural.
Contradictia obtinuta arata ca jocul nu se poate termina.

O alta idee, preluatd de la o problema similara din Engel
Numerotam jucatorii, in ordinea de la masa, de la 1 la n gi notam cu z, numarul de carti
detinute de jucatorul k. Atunci valoarea sumei 1-xz7 4+ 229 + ... + n -z, este invarianta
modulo n. Intr-adevir, daca jucitorul j distribuie cirti vecinilor sii, j — 1 si j + 1 (mod n),
suma de mai sus nu se modifica, exceptand cazul ca distribuitorul de carti este jucatorul 1
(caz in care valoarea expresiei cregte cu n) sau n (caz in care valoarea expresiei scade cu n).
Oricum, expresia nu se modifica modulo n. Initial, valoarea modulo n a expresiei este 0. La
n(n+1)

2
daca n este impar. Asadar, pentru n impar, acest invariant arata ca jocul nu se poate termina.

final, expresia valoreaza 1+ 2+ ...+ n = care este congruent cu 0 modulo n numai

Barem:
L P Ip
L ) Ip
e Pentru orice n impar jocul se poate Incheia. ... ........ .. ... L 2p
e Pentru niciun n par jocul nu se poate incheia. ... ....... ... ... .. L 3p

]

Timp de lucru: 240 de minute.

Pentru fiecare problema se acorda maxim 7 puncte.

Nu este permisa utilizarea calculatorului sau a oricarui alt instrument, cu exceptia riglei si a
compasulus.
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