Problema saptamaéanii 372

Dispunem de o tabla 2022 x 2022 impartita in patratele unitate si dorim sa plasam pe
ea dale de forma de mai jos

formate din 4 patratele unitate astfel incat fiecare patratel al dalei sa se suprapuna
peste cate unul din patratelele unitate ale tablei. Dalele pot fi rotite, dar nu se pot
suprapune. Care este numarul maxim de dale pe care le putem plasa?
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Solutie: Suprafata tablei are aria 20222, iar o dala are aria 4, deci pe tabla se pot
plasa cel mult 20222 : 22 = 10112 dale.

Vom demonstra ci nu se pot plasa 10112 dale, insa se pot plasa 1011? — 1, prin urmare,
numarul maxim este 10112 — 1 = 1022120.

Presupunem c& pe tabla s-ar putea plasa 10112 dale. Coloram tabla ca pe o tabla de
sah. Dimensiunea tablei fiind para, pe tabla vor fi la fel de multe patratele albe ca si
patratele negre. Pe de alta parte, o dala acopera fie trei patratele albe si unul negru,
fie, invers, trei patratele negre si unul alb. Daca notam cu a numarul numarul dalelor
cu 3 patratele albe i cu b numarul dalelor cu trei patratele negre folosite la pavare,
am avea 3a + b = 20222 : 2 patratele albe si a + 3b = 20222 : 2 patratele negre. Din
3a+b=a-+3brezultd a = b. Pe de alta parte a + b = 10112 este impar, contradictie.
Asadar tabla nu poate fi pavata cu 10112 dale.

In continuare prezentim o cale de a plasa 1011% — 1 dale. (Exista si alte cai.)

Din patru dale se poate forma un patrat 4 x 4 ca in figura de mai jos.

Din patrate 4 x 4 se poate forma un patrat 2020 x 2020 complet pavat cu dale. il
plasam in coltul din stanga sus al tablei. In rest, putem sa plasam dale ca in figura
de mai jos, lasand 4 patratele neacoperite: coltul din dreapta-sus si trei patratele in
coltul din stanga jos.



i

o

In concluzie, putem plasa 10112 — 1 dale, iar acesta este numarul maxim de dale pe
care le putem plasa.

Remarca: (pe baza rezolvarii trimise de loana Viadoiu)
In mod natural, se poate pune intrebarea in cazul general: care este numarul maxim
de dale care pot fi plasate pe o tabla n x n?

e Pentrun = 0 (mod 4), tabla se descompune in patrate 4 x 4 care, aga cum am vazut,
2

n
poate fi pavata complet cu dale, deci raspunsul este —.

2
e Pentru n = 2 (mod 4) raspunsul este [%} —1, iar demonstratia din cazul n = 2022

se extinde usor.
2

n
e Pentru n impar, loana arata ca {Z} — 1 dale pot fi plasate.

Ea arata mai intai prin inductie de pas 2 ca pe un dreptunghi (2k — 1) x (2k + 1)
se pot plasa k? — 1 dale. Exemple pentru k = 2 si k& = 3 sunt usor de dat. Apoi,
rama (formata din primele doua si ultimele doua linii, primele doua si ultimele doua
coloane) se poate pava complet (pavarea depinde de paritatea lui k), iar interiorul este
un dreptunghi (2k — 5) x (2k — 4) pe care, potrivit ipotezei de inductie, se pot plasa
(k —2)* — 1 dale.

Apoi, pe dreptunghiul 2 x (2k+ 1) se pot plasa k dale (demonstratia depinde iarasi de
paritatea lui k), deci descompunand patratul (2k 4+ 1) x (2k + 1) intr-un dreptunghi
(2k — 1) X (2k 4+ 1) si unul 2 x (2k + 1) rezultd cd putem plasa k? — 1 dale pe tabla
(2k+1) x (2k+1). Ar mai trebui gasit un argument pentru faptul ca nu se pot plasa
k? dale.

Am primit solutii de la: Marius Valentin Dragoi, Cristian Vergelea, David Mathe,
Cristian Muth, Gheorghe Iurea si Toana Vladoiu.



Problem of the week no. 372

A 2022 x 2022 table is divided into unit squares. We wish to place T-shapes of the
form below,

consisting of 4 unit squares, such that each of the squares of the T-shape covers exactly
one of the unit squares of the table. T-shapes can be rotated, but they can not overlap.
What is the maximum number of T-shapes that can be placed on the table?
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The official solution can be found here.


https://pmo.ph/wp-content/uploads/2021/01/PMO-22-National-Finals-Written-Round.pdf

