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Problema 1. Pentru fiecare numar natural nenul n, consideram suma:s:

e (e B

a) Demonstrati ca oricare ar fi n € N,
n+1 n+2 n+3
SRk

}:n+L

b) Determinati n € N* astfel incat S,, = 805.
-2 1
c¢) Determinati valorile lui n € N* pentru care S,, = (n)6(n+)

X %k ok

Solutie. a) Fien=3k+r, cu k € Nsir € {0,1,2}. Obtinem:

n+1 n-+ 2 n—+3
s[5 [

=3k+1+F,
: : 3}3++

r+1

2 3

unde F,. = [T—; + [T—; } . Deoarece Fy =0, F} =1gi Fy, =2,
obtinem FEsp =3k + 1, Espy1 =3k + 2 5i Fsgpyo =3k + 3, deci E, =n + 1.
) n+1 n+ 2 n+3 C

b) Fie Sp = 0. Avem S, 13 = S, + + + , si din

3 3 3
punctul a) deducem:

Sp43 =S, +n+1, pentruorice ne€N. (1)

Dénd valori lui n in (1) si adunand relatiile membru cu membru obtinem
kE(3k -1 k(Bk+1) 3k(k+1
Sak = ‘E““‘Agw S3k1 = ‘E““442'§1 Szkt2 = 4‘54444423 cukeN. (2

Ecuatiile S, = 805 si S3xr2 = 805 nu au solutii intregi, iar din Ssg;1 = 805
deducem k = 23 si n = 70.

c) Folosim relatiile (2). Fie k € N. Daca n = 3k sau n = 3k + 1, atunci
n(n—1) (n—2)(n+1)

Sp = 6

sunt numerele n = 3k + 2, cu k € N.

, iar daca n = 3k + 2, atunci S,, = . Solutiile
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Problema 2. Aratati cd nu exista x € N* astfel incat 13z + 1 sa fie
cub perfect gi niciunul dintre numerele 13z + 2,13z +3,...,31lx + 1,31z + 2
sa nu fie cub perfect.

Mihaly Bencze

Solutie. Presupunem ca existd @ € N* astfel incat 13z + 1 = k3, cu

k€ N* iar 3lz+2 < (k+1)3.
3 3
— 31(k° —1

T (13)+2<k3+3k2+3k+1,adica
18k3—39k2—39k—18 < 0, ceea ce este echivalent cu (k—3)(18k2+15k+6) < 0.

Deoarece pentru orice k € N* avem 18k? + 15k +6 > 0, obtinem k < 3.
Dar > 1, in consecintd avem k® = 13z 4+ 1 > 14, deci k > 3, contradictie.
Agadar nu exista un astfel de z.

Cum z = , obtinem
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Problema 3. Fie numerele reale pozitive z,y, z, cu z > 2v/2. Notam

2 3
cu w cel mai mic dintre numerele z, — 4y, — + z, —. Determinati valoarea
x y z

maxima a numarului w.

Fokok

3v2

Solutie. Pentru x = 2/2, y = — si z = v/2, obtinem

2 3 4
:——’—y:7+Z:7:2\/§7
T Y z

asadar valoarea maxima a lui w este mai mare sau egald cu 2v/2.
Presupunem ci se poate ca w > 2v/2, pentru anumite valori ale nume-

2 4
relor x,y, z. Rezulta ca fiecare dintre numerele =, — +y, — + z, — este mai
x Y z

mare decat4 2/2. 5
Din — > 2v/2 obtinem ci z < v/2. Atunci, pentru ca — + 2z > 21/2, este
z Y

3 3 3v2 2

necesar ca — > v/2. Rezultd ci y < E = \2[ Deoarece avem ——i—y > 24/2,
Y
2 3

trebuie ca Z>92V/2- \[ \f , adica este necesar ca r < —— 2\[ fals.

2’ f

In consecm‘ga nu se poate ca w > 2v/2. Asadar valoarea maxima a lui

3v2
w este 2\/5, si se atinge pentru z = 2\/5, Y= \2[, 2 =1/2.
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Problema 4. Fie ABCD un tetraedru cu BC < CD, AC 1 BD,
IBDC = 45° si (ABD) L (BCD). Daca bisectoarele unghiurilor BAD si
BCD sunt concurente, calculati masura unghiului ADC.

Dana gi Cristian Heuberger

Solutie. Alegem M, N € BD, astfel incat 4
AM 1 BD, iar N este punctul de intersectie al
bisectoarelor unghiurilor BAD si BC'D.

BD este perpendiculara pe dreptele concu-
rente AC si AM, deci BD L (AMC) si cum
MC C (AMC), rezulta ca BD L MC.

Desfaguram tetraedrul in jurul laturii BD.
Deoarece AM 1 BD si CM 1 BD, dupa des-
fagurare, punctele A, M gi C devin coliniare.

Folosind teorema bisectoarei, deducem:

AB BN CB

AD DN CD’
In consecintd, dup# desfisurare, punctele A si C se afli pe cercul lui Apol-
lonius al segmentului BD relativ la punctul A. Acest cerc este cercul de di-
ametru NN’ unde N’ € BD este piciorul bisectoarei exterioare a unghiului
A al triunghiului BAD. Cum diametrul NN’ este perpendicular pe coarda
AC, rezulta ca, dupa desfiagurare, punctul M devine mijlocul segmentului
AC, deci BD devine mediatoarea segmentului AC. Rezulta ca AM = MC
si AD = CD. Deoarece <BDC = 45°, din triunghiul dreptunghic ADM
rezultd cd AD = AM+/2 = CD. Lungimile segmentelor AD,CD, AM si CM
nu s-au modificat prin desfagurarea tetraedrului, agadar in triunghiul AMC
de dinainte de desfagsurare, cu <<AMC = 90°, folosind teorema lui Pitagora,
obtinem AC = AM+/2. In consecintd, triunghiul AC'D este echilateral, deci
SADC = 60°.



