Problema saptamanii 354
Fie a, b, c numere reale pozitive cu proprietatea ca ab + bc + ca = 3. Aratati ca

be n ca n ab >3
14+a* 1464 142
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Solutie: Avem Tt 1—- T >1— 22 = 1— % si analoagele.

inmul‘gind inegalitatea precedenta cu bc, avem

be Lo ab_ ; a*be N ab’c b abc? 5 abc(a+b+c)
c——+c——+ab——=3 - ————
14+a* 140 1+~ 2 2 2 2 ’

deci este suficient sa demonstram ca abc(a + b+ ¢) < 3.
Omogenizand, inegalitatea precedenta se scrie echivalent

ab+bc+ca)2

abc(a+b+c)§3-( 3

adicd 3abc(a + b + ¢) < (ab + be + ca)?, care este tocmai cunoscuta inegalitatea
3(xy + yr + 22) < (x + y + 2)? scrisd pentru numerele z = ab, y = be, z = ca.
Egalitatea are loc daca gi numai daca a =b=c = 1.

Comentariu: De unde ne vine ideea?

Uitandu-ne la fractiile din membrul stang, prima idee care ne trece prin minte (dupa
ce incercam fard succes cu Titu) este si folosim ci 1 + x* > 222, Dar asta minoreazi
numitorii, deci majoreaza fractiile, ori noi vrem, din contra, sa le minoram. De aici
ideea de a folosi Cauchy Reverse Technique care presupune sa:

- scadem din fiecare fractie cate ceva pana ce toate fractiile devin negative

- sa Inmultim (impartim) inegalitatea cu un numar negativ astfel incat inegalitatea sa
fie iarasi cu termeni pozitivi, dar cu sensul inegalitatii schimbat fata de inegalitatea
initiala.

De obicei, pentru a ne asigura ca dupa scadere fractiile devin negative, cantitatea care
se scade se alege in asa fel incat fostul numarator sa se reduca.

De exemplu, in inegalitatea de mai sus am fi putut sa scadem din fractiile din membrul
stang numerele be, ca, respectiv ab, rescriind inegalitatea din enunt in felul urmator:

be ca ab 3
(1+a4—bc)+(m—ca) —|—<1+C4—ab> 25—(bc—|—ca+ab),

adica (observati cum fostii numaratori se reduc!)

—a*hc  —b*ca —c*ab 3

1+a4+1—|—b4+1—|—c4_ 2




inmul‘gim cu —1 gi inegalitatea de demonstrat se rescrie echivalent

a*be b*ca ctab

T rat 140 1rcd

3
< -
-2

Spre deosebire de inegalitatea din enunt, in aceasta putem folosi a* + 1 > 2a? si
analoagele, si continua ca in solutia prezentata la inceput.

Puteti incerca sa demonstrati cu aceasta metoda inegalitatile:

Daca a, b, ¢, d sunt numere reale pozitive, atunci

a’ N b3 N c? N a3 a+b+c+d
a? +b% b2+ 2+d?2 0 d24a? T 2 '

Fie a, b, c numere reale pozitive cu proprietatea ca ab+ bc + ca = 3. Aratati ca

a*(a+b) b*(b+ ¢) Ale+a) S 9
a?+ab+b2 b2+be+c2 EHca+az T

Am primit solutii de la Titu Zvonaru si loan Viorel Codreanu.

Problem of the week no. 354
Let a, b, ¢ be positive real numbers such that ab + bc + ca = 3. Prove that

be ca ab 3

>
1+a4+1+b4+1+c4_2
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Solution: We h ! o s % nd it anal
olution: We have ——— =1 - —— — — = 1 — — and its analogues.
1+at 14+a* — 2a? 2 &
Multiplying the previous inequality by be, we have —o— 4 —4_ ¥~
ultiplying the previous inequali ¢, we have c—
b b b b b
CLTC +ca — CLTC + ab — % =3 - W, therefore it is sufficient to prove

that abc(a + b+ ¢) < 3.
This can be written as

ab+bc+ca)2
3 b

abc(a—i—b—l—c)§3-<

i.e. 3abc(a + b+ c) < (ab+ bc + ca)?, which is precisely the well known inequality
3(xy + yr + 22) < (v +y + 2)? written for x = ab, y = be, z = ca.
Equality holds if and only if a = b =c = 1.



