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Solutii
Problema BJ1. Numarul natural n verifica relatia:

1 1 1 2022
1 (VZ+VD) +VI 2-(B4VD) +v2 n-(mFl+ym)+vn 2023

Gasiti suma cifrelor numarului n.

3apauya BJ1. HarypanbsHoe uncio N y10BIETBOPSIET COOTHOIICHHUIO:
1 4 1 - 1 2022
1 (VZ+VD) + VI 2-(V3+V2)+VZ  n-(Vn+1+vn)+vn 2023

Haiigure cymmy nudp uncna n.

Solutie. Notam prin S suma din partea stanga a ecuatiei date. Fiecare termen al sumei S are forma
1
ap = )
k-(VE+1+Vk)+Vk

undek =1,2,...,n

Mentionam ca pentru orice numar natural k avem

_(Ww/@ﬁ/ﬁ—ﬁ)_ k+1—-k 1
kT4 V= VE+1-Vk VE+1-vVE VE+1-Vk
Prin urmare,
o 1 _ 1 _
Tk (VEFTAVE) +VE K -
( ) VARl
Vk+1-vk  Vk+1-vk 1

_ 1
k+vk+1-vVk—k VE+ti-vk vk vVk+1

Astfel, suma S se calculeaza astfel:

marerasa s ) )

A e Ak

S L N NRER
1

1-— )
Vvn+1
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Din enunt rezulta ca
1 2022 1 1
— = = =
vn+1 2023 vn+1 2023
n =2023% —1=2022-2024 = 4092528.

S=1 & n+1=2023% &

Astfel, n = 4092528.

Suma cifrelor numaruluinesteegalicu4+0+9+2+5+2+8=30.C

Problema BJ2. Fie Q cercul circumscris triunghiului ascutitunghic ABC si punctul D, situat pe arcul
mic BC al acestui cerc. Punctele E si F sunt situate pe laturile AB si, respectiv AC astfel, incat
patrulaterul CDEF este un paralelogram. Punctul G este situat pe arcul mic AC astfel, incat dreptele DC
si BG sunt paralele. Demonstrati ca unghiurile GFC si BAC sunt congruente.

3agaua BJ2. Jlanbl okpyXHOCTH (), ONMCaHHAs OKOJIO OCTPOYroyibHOro TpeyroiabHuka ABC, u Touka
D, pacnionoxennast Ha majnoi ayre BC stoit okpyxxnoctu. Touku E u F pacnonosxenst Ha ctoponax AB
u AC cooTBeTcTBeHHO Tak, 4to 4eThlpéxyronpHuk CDEF sBnsiercs mapammenorpammom. Touka G
pacmionoxena Ha mainoit nyre AC tak, uro npsimeie DC u BG napamnensusr. Jlokaxure, uyto yriet GFC
u BAC paBHBI.

Solutie. Fie DE n Q = {D,H}. Unim A cu H. Patrulaterul ACDH

. B —
este un trapez isoscel. Cum CDEF este un paralelogram, avem AT ~.D
relatiile: JE[ AN
m(2EFA) = m(4«DCA) = 180° — m(«DHA)
= 180° — m(2EHA). VAN NI
Rezulta ca patrulaterul AFEH este inscriptibil, adicd AFEH este un Ae—- «.,,\_
trapez isoscel. Cum dreptele DC si BG sunt paralele, rezulta ca F

arcele BD si GC sunt congruente, de unde se obtin relatiile:

m(2EHF) = m(2EAF) = m(¢2BAC) = m(«DHG) = m(2EHG).

¥

Rezulta ca punctele H, F si G sunt coliniare. Atunci avem egalitatile:

m(2GFC) = m(«GHE) = m(¢FHE) = m(<EAF) = m(£BAC).O

Problema BJ3. Demonstrati ci numarul A = 2024™*t1 —2023n — 2024 are cel putin 15 divizori
naturali distincti, oricare ar fi numarul natural nenul n.

3amaua BJ3. Jlokaxure, uto uncio A = 2024™*1 — 2023n — 2024 umeer He MeHee 15 pasIUUHBIX
HaTypaJIbHBIX JeNUTENeH MpH JII000M HaTypalbHOM HEHYJIEBOM Yucie N.

Solutie. Pentru orice numar real X si orice numar natural nenul n este justa factorizarea

x"=1=0-DE" T +x" 4+ X2+ x+ D). €))
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Daca x # 1 este un numdr intreg, atunci din (1) rezulta cd numarul (x — 1) divide numarul (x™ —1).
Atunci pentru numarul A si orice numar natural n sunt juste factorizarile:

A = (2024™+1 — 2024) — 2023n = 2024 - (2024" — 1) — 2023 - n =
2024 - (2024 — 1) - (20241 4 202424 . . .+ 2024242024 +1) — 2023 -n =
2023 - (2024™ + 2024™ 14 . . .+ 2024242024 —n) =
2023 - [(2024™ — 1) + (2024™ 1 — 1)+ . . .+(2024% — 1) + (2024 — 1) ] = 20232 - B,

unde B este un numair natural. Astfel, numirul 20232 divide numairul A, oricare ar fi numarul natural
nenul n.

Dacd D(A) reprezintd multimea tuturor divizorilor naturali distincti ai numirului A, iar D(20232)
reprezintd multimea tuturor divizorilor naturali distincti ai numarului 20232, atunci pentru numarul
elementelor acestor multimi avem Card(D(A)) = Card(D(20232)). Cum 2023 = 7 - 172, atunci
20232 = 72174, iar Card(D(20232)) = 3-5 = 15, de unde rezulta ca Card(D(A)) = 15, adic
numarul A are cel putin 15 divizori naturali distincti, oricare ar fi numarul natural nenul n.o

Problema BJ4. Pe tabli sunt scrise trei numere reale (a, b, ¢). in cadrul unei proceduri se sterg aceste
numere si n locul lor se scriu alte trei numere, de fiecare data dupa una dintre urmatoarele doua reguli:
sau se scriu numerele (c, b, a), sau de fiecare data se alege un numar real nenul d si se scriu numerele
(a,2ad + b,ad? + bd + ¢).

1) Determinati dacd, pornind de la numerele (1,—2,—1) scrise pe tabld, dupa un numar finit de
proceduri consecutive se poate ajunge la numerele (2,0, —1).

2) Determinati daca, pornind de la numerele (1,—2,—1) scrise pe tabld, dupa un numar finit de
proceduri consecutive se poate ajunge la numerele (2, -1, —1).

3anauya BJ4. Ha nocke HamucaHbl Tpu JeicTBUTENbHBIX yncaa (a, b, ¢). B pamkax onHol npoyedypoi
CTUPAIOTCSI TH YHCIa M BMECTO HHMX IHOIYTCS JAPYTME TPH YHCIa, KXKIBIH pa3 MO OJHOMY W3
CIIEAYIOMIMX JIBYX TPABWI: WK THIryTcs yucna (¢, b, a), uiam Kaxaplii pa3 BBIOMpaeTCs HEKOTOPOE
NefcTBUTENbHOE HeHyaeBoe uncio d u mumyrtes uncia (a, 2ad + b, ad? + bd + ¢).

1) Ompenenute, ecnu, HAUMHAsg C HANMUCAHHBIX Ha Aocke yucen (1,—2,—1), mocne HEKOTOPOTo
KOHEYHOT'O YHCJIa TIOCIIeIOBATEIILHBIX MTPOIISAYP MOXKHO JoWTH 0 uncen (2,0, —1).

2) Ompenenute, eciu, HaYMHAs C HAMHCAHHBIX Ha nocke uucen (1,—2,—1), mocie HEKOTOPOTO
KOHEYHOT'O YHCJIa MOCIIeIOBATEIILHBIX IPOIEAYP MOXKHO JOUTH 10 uncen (2,—1,—1).

Solutie. Asociem fiecarui triplet (a, b, ¢), scris pe tabla, trinomul patrat P(x) = ax? + bx + c, al carui
discriminant este egal cu D = b? — 4ac.
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Sa aratam ca regulile procedurii din enunt nu schimba valoarea numerica a discriminantului D. Intr-
adevir, daca asociem tripletului (c, b, a) trinomul patrat Q(x) = cx? + bx + a, atunci discriminantul
acestui trinom patrat, de asemenea, este egal cu D = b? — 4ac.

Analog, dacd asociem tripletului (a,2ad + b,ad? + bd + ¢) trinomul patrat H(x) = ax? +
(2ad + b)x + ad? + bd + c, atunci si discriminantul acestui trinom patrat, de asemenea, este egal cu

(2ad + b)? — 4a(ad? + bd + ¢) = 4a?d? + 4abd + b? — 4a*d? — 4abd — 4ac =
b? — 4ac = D.
1) Pentru tripletele (1, —2,—1) si (2,0, —1) avem
D=(-2)?%-4-1-(-1)=8=02—4-2-(-1).
Atunci prin aplicarea a trei proceduri din enunt avem

d=-1
(1'_21_1) - (_1;_2; 1) :) (_1IOI2) - (2i0'_1)

Astfel, pornind de la numerele (1,—2,—1) scrise pe tabla, se poate ajunge dupa trei proceduri la
numerele (2,0, —1).

2) Pentru tripletul (1,—2,—1)avem D, = (—=2)2—4-1-(—1) = 8, iar pentru tripletul (2,—1,—1)
obtinem D, = (—1)2 —4-:2-(—1) = 9 # D,. Rezulti ci, pornind de la numerele (1,—2,—1) scrise
pe tabld, nu se poate ajunge dupd un numar finit de proceduri la numerele (2,—1,—1).0

Problema BJ5. Numerele naturale a, b si ¢ reprezintd lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic.
Demonstrati ca numarul abc se divide cu 60.

3agmaua BJ5. HarypampHble uwcina @, b u C mpeicraBisiioT JUIMHBI CTOPOH HEKOTOPOTO
OPSIMOYTOJIBHOTO TpeyronbHuKa. Jlokaxkure, uro uncio abc nenurest Ha 60.

Solutie. Fie numerele naturale a, b si ¢ astfel incat a? + b? = ¢2.
Vom arata ca produsul abc oricand este divizibil prin 3, 4 si 5, si, ca urmare, este divizibil prin 60.
1) Mentiondm ca restul de la impartirea unui patrat perfect cu 4 poate fi doar 0 sau 1.

Numerele a si b nu pot fi ambele impare. In caz contrar am avea a? + b> =1+ 1 = 2 (mod 4),
contradictie cu faptul ci c? nu poate avea restul 2 la impdrtirea cu 4.

Prin urmare, cel putin unul dintre numerele a si b este par. Daca ambele sunt pare, atunci produsul abc
este divizibil prin 4.

Presupunem ca a este par, iar b este impar. Atunci si C este impar.
Copiem egalitatea sub forma

a? = (c—b)(c+Db).
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Ambii factori (¢ — b) si (¢ + b) sunt numere pare.

Deoarece numerele b si ¢ sunt impare, rezulta ca restul la impartirea lor cu 4 poate fi doar 1 sau 3. Daca
b si ¢ au resturi egale modulo 4, atunci (¢ — b) se divide cu 4, iar dacad b si ¢ au resturi diferite modulo
4, atunci (c + b) se divide cu 4. In ambele cazuri un factor se divide cu 2, iar altul cu 4, si, deci,
produsul (¢ — b)(c + b) este divizibil prin 8. Astfel, numirul a? este divizibil prin 8, cea ce implic
faptul ca a este divizibil prin 4.

Prin urmare, in orice situatie posibila, produsul abc se divide cu 4.

2) Mentionam ca restul de la impdrtirea unui patrat perfect cu 3 poate fi doar 0 sau 1, deoarece
(3n £+ 1)% =1 (mod 3).

Daci nici unul dintre numerele a, b si ¢ nu este divizibil prin 3, atunci a? + b> = 1+ 1 = 2 (mod 3),

iar c2 = 1 (mod 3), contradictie.

Deci, cel putin unul dintre numerele a, b si ¢ este divizibil prin 3 si produsul abc, de asemenea, este
divizibil prin 3.
3) Mentionam ca restul de la Tmpartirea unui patrat perfect cu 5 poate fi, doar 0, 1 sau 4, deoarece

(51 + 1)2 =1 (mod 5) si (5n + 2)? = 4 (mod 5).

Daci nici unul dintre numerele a, b si ¢ nu este divizibil prin 5, atunci restul a? + b2 (mod 5) poate fi
doar 0, 2, 3, iar restul ¢? (mod 3) poate fi doar 1 sau 4, contradictie.

Deci, cel putin unul dintre numerele a, b si ¢ este divizibil prin 5 si produsul abc, de asemenea, este
divizibil prin 5.

Prin urmare, produsul abc oricand este divizibil prin 60. o

Problema BJ6. Numerele reale a, b, c, cu a # b, verifica relatiile:
a?(b+c¢) = b?(a + ¢) = 2023.

Aflati valoarea numerica a expresiei E = c?(a + b).

3agaua BJ6. [leiictBuTenbHbIe yucia a, b, ¢, rae a # b, yIOBJIETBOPSIFOT COOTHOIIICHHSIM
a?(b+c) = b%(a + ¢) = 2023.

Haiinure uncnoBoe 3Hauenue Boipaxkenns E = c2(a + b).

Solutie. Avem

a’(b+c)—b?*(a+c)=ab(a—b)+c-(a>—-b?)= ab(a—b) +c-(a—b)(a+b) =
(a=b)-(ab+ac+bc)=0.

Cuma — b # 0, rezultd ca ab + ac + bc = 0. Atunci
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c?(a+b)—a?(b+c) =ac(c—a) +b(c*—a?)=(c—a)(ab + bc + ca) = 0.
Rezulta ca
c?-(a+b)=a%b+c)=2023.
Astfel, E = c?(a + b) = 2023.

| w

. - o . .o 2
Mentionam, ca astfel de valori exista, de exemplu,a =t, b = 2t, ¢ = — gt, unde t = 3’ -2023.0

Problema BJ7. Fiecare punct al unui cerc este colorat sau in albastru, sau in galben, astfel incat exista
cel putin cate un punct de fiecare culoare.

1) Demonstrati ca pentru orice astfel de colorare a cercului oricand existd un triunghi isoscel, inscris in
acest cerc, cu toate varfurile de aceeasi culoare.

2) Demonstrati ca pentru orice astfel de colorare a cercului oricand existd un triunghi isoscel, inscris in
acest cerc, cu varfuri de ambele culori.

3) Determinati dacd pentru orice astfel de colorare a cercului oricand exista un triunghi echilateral,
inscris 1n acest cerc, cu toate varfurile de aceeasi culoare.

4) Determinati daca pentru orice astfel de colorare a cercului oricAnd exista un triunghi echilateral,
inscris 1n acest cerc, cu varfuri de ambele culori.

3apaua BJ7. Kaxxnas Touka HEKOTOPOH OKPY>KHOCTH 3aKpailieHa JIM00 B CUHUM, TUOO B JKENTHIN 1IBET
TaK, 4TO UMEIOTCS 110 HE MEHEE OJIHOM TOUKHU Ka)KJOro IBETA.

1) Hokaxute, yTo Ans J1t000M TakOM pacKpacKh OKpPYKHOCTH BcerJa HalJIETcs paBHOOEIpEHHBIN
TPEYTroJbHUK, BIUCAHHBIN B 3TY OKPY>KHOCTb, CO BCEMH BEpLIMHAMH OJHOTO I[BETA.

2) JlokaxuTe, yTO AJis JIIOOOM TakOW pacKpacKu OKPY)KHOCTH Bcerja HaWaETcsi paBHOOEIPEHHBIH
TPEYTroJbHUK, BIIMCAHHBIN B ATY OKPY>KHOCTb, C BEpIIMHAMUA 000UX 1IBETOB.

3) Onpenenute, ecnu s JIIOOOW TakOM pacKpacKu OKPY>KHOCTH BCerjla HaAETCs paBHOCTOPOHHUMN
TPEYTOJIbHUK, BIIMCAHHBIN B 3Ty OKPYKHOCTb, CO BCEMH BEPLIMHAMHU OJHOTO [IBETA.

4) Ompenenure, eciy AJis JIFOOOW TakoOW pacKpacKu OKPY>KHOCTH BCerJia HaAETCs paBHOCTOPOHHUMN
TPEYTroJbHUK, BIIMCAHHBINA B 3TY OKPY>KHOCTh, C BEpIIMHAMUA 000UX LIBETOB.

Solutie. 1) Consideram un pentagon regulat ABCDE 1inscris in acest cerc. Conform principiului
Dirichlet cel putin trei varfuri ale acestui pentagon sunt de aceeasi culoare. Dintre aceste trei varfuri,
doud neapdrat sunt adiacente, de exemplu, A si B. Atunci oricare ar fi al treilea varf de aceeasi culoare,
triunghiul respectiv (ABC sau ABD sau ABE) este isoscel (doua laturi ale triunghiului sunt congruente
ca laturi sau diagonale congruente ale pentagonului) cu toate varfurile de aceeasi culoare.
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2) Fie punctele A si B de pe cerc, colorate diferit. Ducem mediatoarea segmentului AB. Notam cu C
unul dintre punctele de intersectie a acestei mediatoare cu cercul. Atunci triunghiul ABC este isoscel si
are varfuri de ambele culori.

3) Raspunsul este NU.

Sa aratam o colorare pentru care nu exista un astfel de triunghi echilateral. Ducem in cerc un diametru
AB. Coloram toate punctele pe un semicerc in albastru, iar toate puncte de pe alt semicerc coloram in
galben, astfel incat punctele A si B sa fie de culori diferite. Daca triunghiul MNP are varfurile de
aceeasi culoare pe acest cerc, atunci toate aceste varfuri sunt plasate pe un semicerc. In acest caz un
unghi al triunghiului MNP este neaparat obtuz (ca unghi inscris, Care se sprijind pe un arc mai mare
decat un semicerc). Deci, pentru aceastd colorare nu exista nici un triunghi echilateral, inscris in acest
cerc, cu toate varfurile de aceeasi culoare. Prin urmare, afirmatia din p. b) este falsa.

4) Raspunsul este NU.

Sa aratam o colorare pentru care nu existd un astfel de triunghi echilateral. Luam un triunghi echilateral
ABC, 1inscris in cerc. Coloram punctele A, B si C in albastru, iar toate celelalte puncte de pe cerc le
coloram in galben. Existd un singur triunghi echilateral, Inscris in cerc, cu un varf in unul dintre cele
trei puncte de culoare albastra (varfurile triunghiului impart cercul in trei arce, fiecare de masura 120°).
Si acesta este anume triunghiul ABC. Prin urmare, pentru aceastd colorare nu existd nici un triunghi
echilateral, inscris in acest cerc, cu varfurile de ambele culori.

Problema BJ8. Fie trapezul ABCD cu bazele AB si CD (AB > CD). Diagonalele AC si BD se
intersecteaza in punctul N, iar dreptele AD si BC se intersecteaza in punctul M. Cercurile circumscrise
triunghiurilor ADN si BCN se intersecteaza in punctul P, diferit de punctul N. Demonstrati ca
unghiurile AMP si BMN sunt congruente.

3amaua BJS. [lycts mana tpaneiuss ABCD ¢ ocHoBanusmMu AB u CD (AB > CD). [uaronanu AC u
BD nepecekarorcs B Touke N, a mpsimeie AD n BC nepecekarorcst B Touke M. OKpyXKHOCTH, OITMCaHHBIE
oxono TpeyronbHukoB ADN u BCN, nepecekatorcs B Touke P, ornuynoit ot Touku N. Jlokaxure, 4To
yrasl AMP u BMN paBHBI.

Solutie. Din cercul circumscris triunghiului ADN avem relatiile M
m(2MAN) = m(2DAN) = m(«DPN). Vom arita ci D
patrulaterul AMCP este inscriptibil. Avem

m(2NPA) = 180° — m(2ADN) = m(£MDN),

m(«NPB) = 180° — m(«NCB) = m(«NCM),

m(2AMC) + m(£APC) =

m(£LAMC) + m(£NPA) + m(£NPC) = ~_
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m(«DMB) + m(«MDB) + m(«DBM) = 180°.
Analogic se arata ca patrulaterul BMDP este inscriptibil.
Vom ardata cd triunghiurile MNA si DNP sunt asemenea.
Cum punctul P apartine cercurilor circumscrise triunghiurilor MAC si MBD, obtinem relatiile
m(£DMP) = m(£DBP) = m(«NBP) = m(4«NCP),

m(£DPM) = m(«DBM) = m(«NBC) = m(4«NPC).

- I : . g g . . PD _ MD
Deci, triunghiurile MDP si CNP sunt asemenea. Din aceasta asemanare obtinem egalitatea Pyl
Aplicam triunghiului MAC teorema lui Menelaus cu transversala D — N — B si obtinem relatiile

NA BM DA AM DA AM NA MA PD MD MA
NC BC DM AD DM DM NC MD PN CN NA

Cum m(£MAN) = m(£DPN), rezulta ca triunghiurile MNA si DNP sunt asemenea (LUL). Atunci
avem congruentele

m(2NMA) = m(2NDP) = m(£BDP) = m(¢BMP) = m(2£AMP) = m(2BMN).o

Problema BJ9. Fie triunghiul ascutitunghic ABC cu ortocentrul H. Dreptele AH, BH si CH
intersecteaza laturile BC, AC si AB in punctele D, E si, respectiv F. Fie P,Q,R si S picioarele
perpendicularelor duse din punctul D la dreptele BA, BE, FC si, respectiv AC. Demonstrati ca punctele
P,Q, R si S sunt coliniare.

3agaua BJ9. Jlan octpoyronsubiii Tpeyronsauk ABC ¢ oprouentpom H. IMpsmeie AH, BH u CH
nepecekaroT croponsl BC, AC u AB B toukax D, E u F coorBercrBenno. Ilycts P,Q,R u S —
OCHOBAHHUS TEPIEHIUKYISIpOB, NpoBedeHHbIX M3 Toukd D Ha mnpamele BA, BE, FC u AC,
COOTBETCTBEHHO. [{okaxute, uto Touku P, Q, R 1 S KOJIIIMHEapHBI.

Solutie. Cum m(£ADB) = m(¢HDB) = m(£CFB) = m(«HFB) = 90°, rezulti ca patrulaterul
DHFB este inscriptibil. Analog sunt inscriptibile patrulaterele

A
DRHQ si BDQP. Atunci avem relatiile e
.| -~ E
m(2HQR) = m(<HDR) = 90° — m(«DHR) = I N
o o 0 Fli'l.._.!'_':,’; 1;&5
90° — (180° — m(£FHD)) = m(«FHD) —90° = i E// .
/1 S~ N
(180° — m(£FBD)) —90° = 90° — m(«PBD) = F'__.,"_-,;f:\ | // N
N
m(2BDP) = m(«BQP). B D
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Cum unghiurile HQR si BQP sunt opuse la varf, iar dreapta PQ separa punctele B si H, rezulta ca
punctele P, Q si R sunt coliniare. Analogic, prin aplicarea rationamentelor similare patrulaterului
inscriptibil DHEC obtinem ca punctele Q, R si S sunt, de asemenea, coliniare. Astfel, punctele P, Q, R
si S sunt coliniare.o

Problema BJ10. Intr-un turneu de sah au participat 100 de jucitori. Fiecare jucitor a jucat cite o
partida cu fiecare alt jucator. Intr-o partidd de sah pentru victorie se acorda 1 punct, pentru infringere 0
puncte, iar in caz de remiza (egalitate) ambii jucatori obtin cate 0,5 puncte. lon a acumulat mai multe
puncte decét oricare alt jucdtor. Mihai a pierdut doar o partida, dar a acumulat mai putine puncte decat
oricare alt jucator. Gasiti toate valorile posibile pe care le poate lua diferenta dintre numarul de puncte
acumulate de Ion si numarul de puncte acumulate de Mihai.

3apauya BJ10. B HekoropoM maxmatHoM TypHHUpe yyacTBoBaio 100 nrpokoB. Kaxblil UTpOK ChIrpai
10 O/IHOM MapTHH € KaXJbIM JPYTMM UTI'POKOM. B m1axmaTHOW mapTuu 3a BBIMTPHINI NpHcBanBaercs 1
04KO, 3a mpourpeim 0 0OYKOB, a B ciiydyae HUYbM 00a urpoka noiydvaror rmo 0,5 oukoB. MBan Habpain
OoJbIIle OYKOB, YeM JIFOOOW Ipyroil Mrpok. Mmuxawus Mpourpajl TOJNBKO OJHY HapTHIO, HO HaOpal
MEHBIIIE OYKOB, YeM JIF00OW Ipyroil urpok. Haigure Bce BO3MOXKHBIE 3HAUEHUS, KOTOPHIE MOXKET
IPUHATh PA3HOCTh MEXAY KOJIMYECTBOM HaOpaHHBIX VBaHOM OUYKOB M KOJIMYECTBOM HAOpaHHBIX
MuxanioMm OYKOB.

A A . A Ca A N . 10099
Solutie. Fiecare jucator in turneu a jucat cate 99 de partide, iar in total in turneu au fost jucate S =

4950 de partide. In aceste partide au fost acordate in total 4950 de puncte (cate 1 punct in fiecare
partida).

Mihai a pierdut o partida, iar celelalte 98 de partide a terminat cu victorie sau remiza. Prin urmare,
Mihai a acumulat cel putin 98 - 0,5 = 49 de puncte. Fiecare dintre toti ceilalti jucatori au acumulat mai
mult decat Mihai, adica cu cel putin 0,5 puncte mai mult, deci, cate cel putin 49,5 puncte. Deoarece Ion
a acumulat cel mai multe puncte decat oricare alt jucdtor, adica cu cel putin 0,5 puncte mai mult, el a
acumulat cel putin 50 de puncte.

In total, toti participantii au acumulat cel putin 50 + 49 + 98- 49,5 = 4950 de puncte. Dar exact
acesta este numarul total de puncte acordate la turneu. Rezultd cd Ion a acumulat exact 50 de puncte,
Mihai a acumulat 49 de puncte, iar ceilalti 98 de jucatori au acumulat fiecare cate 49,5 puncte.

O astfel de situatie este posibild, de exemplu, daca Ion a castigat partida cu Mihai, iar toate celelalte
partide din turneu s-au terminat cu remize. Astfel se confirma ca Ion a acumulat 1 + 98- 0,5 = 50 de
puncte, Mihai a acumulat 98 - 0,5 = 49 de puncte, iar ceilalti 98 de jucatori au acumulat fiecare cate
99 - 0,5 = 49,5 puncte.

Astfel, diferenta dintre numarul de puncte acumulate de Ion si numarul de puncte acumulate de Mihai
oricand este egala cu 50 — 49 = 1.0
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Problema BJ11. Gasiti toate tripletele de numere prime (x, y, z), care verifica ecuatia
x> +y3—(x+y)? =323

3agauya BJ11. Haiinute Bce TpOHKH NPOCTHIX uncel (X, Y, Z), KOTOPbIE YIOBICTBOPSIIOT YPABHECHHIO
x®+y3 - (x +y)? =325

Solutie. Scriem ecuatia din enunt astfel:

x*+y3—x?2-2xy—y?2=32 © ¥*(x3 -1 +y*(y-1)-2xy =32
2x—DE*+x+1)+y*(y—1) — 2xy = 3z5. (1)

Cum numerele x2(x — 1) si y2(y — 1) includ produse de numere naturale consecutive, rezulti ci ele
sunt numere pare. Astfel, partea stingi a ecuatiei (1) este un numir par. Cum z3 este un numdr par, iar
Z este un numar prim, avem z = 2.

Scriem 1n acest caz ecuatia (1) in forma
23 -2)+y*(y—-2)+ (x—y)>*—24=0. (2)
Cum x, y sunt numere prime, rezultd cd x > 2,y = 2, iar (x — y)? = 0. Avem doui cazuri.
1) Daca x = 2, atunci
0=2%2°-2)+y*(y—-2)+ -y -24=-2)0*+y-2) =00 -2y - Dy +2).
Cumy > 2, rezulta ca y = 2. Obtinem solutia (x,y,z) = (2, 2, 2).
2) Dacid x = 3, atunci y2(y — 2) + (x — y)? = 0, iar
x?(x3—-2)—24>3%2-(33-2)—-24=9-25-24>0.
Rezulta ca in acest caz ecuatia (2) nu are solutii.

Astfel, ecuatia din enunt are unica solutie (x,y,z) = (2,2, 2).0

Problema BJ12. Numerele reale pozitive a,b,c satisfac relatia a® + b? + ¢ = 3. Demonstrati
inegalitatea
a* +3ab® b*+3bc® c¢*+ 3cad
+ + <
a3 + 2b3 b3 +2c® 3+ 2ad

3agaya BJ12. JlelicTBUTENbHBIE IOJIOXKUTENIBHBIE 4YHCIA a,b,C yIOBIETBOPSIOT COOTHOIICHUIO
a’? + b? + ¢? = 3. Jlokakute HEPaBEHCTBO
a* +3ab®> b*+3bc® c¢*+3cad
3 35 T3 3 T3 3 S
a’+2b b3 + 2c c3+2a
Solutie. Aplicand relatia MA-MG pentru trei numere reale pozitive obtinem urmatoarele relatii:

1 < 1 1
a3+2b3 ~ 3ab?’ (1)

a®+2b3 =ad+b3+b3>3-Ya3 b3 b3 =3ab? =
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3
b +2c3 =b3+c3+c3 >3- Yb3-c3-c3 =3bc? = moa Sy @
3+2a3=c34+ad+a®>=3-Yc3 a3 a3 =3ca? = ! < ! )
c3+2a3 ~ 3ca?
Relatiile obtinute (1), (2) si (3) implica urmatoarele relatii
a* +3ab® a(a®+ 2b3) + ab?® ab? ab? b
arr . @+ e ST 3ar 0t @
b4+3bc3:b(b3+203)+bc3:b+ bc3 <b+b63=b+£ 5)
b3 + 2¢3 b3 + 2¢3 b3 +2c3~ 3bc? 3’
c*+3ca®  c(c®+2a3) + ca® ca3 ca® a
3 +2a3 c3+ 2a3 =c+mSc+3ca2=c+§ (6)

Prin adunarea parte cu parte a relatiilor (4), (5) si (6) obtinem

a* +3ab® b*+3bc® c*+ 3cad a+b+c a? + b2 + c2
+ + <4 ——"<4- |—— T -4
a3 + 2b3 b3 + 2¢3 3+ 2a3 3 3

Inegalitatea este demonstrata.o
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