(g g== - = - = Solutia problemei 1, Clasa a VIII-a
ViitoriOlimpici.ro Etapa 5, Editia a XIV-a

Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:

V1722 — 252 4+ 68z + 20y + 55 + \/9y? — 1722 — 12y — 682 — 56 = =.

kokok
Solutie. Din 1722 — 2532 + 68x + 20y + 55 > 0 rezulta
25y — 20y — 55 < 1722 + 68z (1)
Din 9y? — 1722 — 12y — 68z — 56 > 0 rezults
1722 + 68z < 9y? — 12y — 56 (2)

Din (1) si (2) rezultsd 25y? —20y —55 < 9y% — 12y —56, deci (4y—1)2 <O0.

In consecints, y = 7 Inlocuind y in (2) si (1), obtinem:
935
172% 4 68z < BT 172% + 68z.

11
Asadar 422 + 642 + 55 = 0, de unde obtinem solutiile z; = ——

4,:62:—*.

4
In oricare dintre situatii, au loc egalitatile:

1722 + 68z = 25y — 20y — 55 = 9y — 12y — 56

si de aici rezulta ca z = 0.
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(g g== - = - = Solutia problemei 2, Clasa a VIII-a
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Problema 2. Se considerd planele perpendiculare « si 3 si dreptele
necoplanare d si g, astfel incat anN B =d, gNa ={A} si gN B = {B}. Fie
A’ proiectia lui A pe dreapta d si B’ proiectia lui B pe dreapta d. Notam
cu a si b masurile unghiurilor dintre dreapta g si planul «, respectiv dintre
dreapta ¢ si planul 5. Dacd AB = 2k > 0, iar unghiul dintre dreptele d si g
este de 60°, calculati cos® a + cos? b.

KKk

Solutie. Alegem punctul C in planul «,
astfel incat AA'B'C este dreptunghi. Rezulta
cad <(AB,A'B') = <BAC = 60°. B

Folosind teorema celor trei perpendicu-
lare, din BB’ 1. o, B'C 1L AC, AC,B'C C a,
rezultd cd BC L AC, asadar triunghiul ABC | B
este dreptunghic cu un unghi de 60°. In con-
secintd A'B' = AC = ATB = k.

BB’ 1 «a, agadar avem <xBB'A = 90° si
a=<X(AB,a) = <BAB'. A A

AA" 1 B, asadar rezultd < AA'B = 90° si
b=<(AB,3) =<ABA'. B C

Obtinem:

AB? + AB?2 AB?2 AB? 4

) ,, B'A2 A'B? A'B?4+AA24+A'B* AB?4+AB* 5
cos” a+cos” b = = — —
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Problema 3. Fie ABC un triunghi oarecare, cu BC' = a, CA = b,

b
AB=c & p= #. Aratati ca:
— —-b — — —-b — 2p?
PP p-c_p-a_p-b p-cg P .
p—c p—a p-—2>b b c a a2 + b2 + 2
b) triunghiul ABC' este echilateral, daca si numai daca are loc egalita-
p—a p-=b p—c p—a p-b p-c 2p°
tea + - - — = .
p—c p—a p—>b b c a a2+ b% + c2

Cristian Heuberger

Solutie. a) Notdm cu F membrul stang al inegalitatii. Avem:

p—c b

p—a p—a 1 1\ b—l—c—p_(p—a)2
- (p—@( )_%p_wb@—d'_mp—d

p—c b
si relatiile analoage. Folosind inegalitatea lui Bergstrom, obtinem:

_(p—a)? (p-b?* (p—c)? (p—a+p—b+p—c? 2?2
P om0 -0 e =t S bp-c)rep—a) tap—b) @RI

b) Implicatia de la stanga la dreapta rezulta prin calcul direct.
Fie un triunghi ABC pentru care are loc egalitatea din enunt.
Din inegalitatea lui Bergstrom stim ca pentru orice z,y,z € R si

22 2 (x+y+2)?

a,b,c>0,avem — 4+ — > , iar egalitatea are loc daca si
a c

b a+b+c
) LTy oz
numai daca — = = = —.
R a b ¢
In cazul nostru, pentru a exista egalitatea, trebuie sa avem:
p—a _ p—b  p-c

blp—c) clp—a) alp—b)
Aplicand proprietatea sirului de rapoarte egale, rezulta:
p—a  p—b  p—c  a+b+tc

blp—c) clp—a) alp—>b) a?+b2+c%

O a+b+c ded —a+b+c a+b+c deci
in = educem = eci
b(p —¢) ( a2)—gb2—202 bla+b—c) a22+192+62’
—a+b+c a+b)—c¢ L. c—a 2ab — 2¢
b @y el St errre
Asad c—a 2ab — 2¢? i relatiil 1
adar avem = i relatiile analoage.
e T T2yt ¢ s

Deducem ci ¢ — a si ab — ¢? au acelasi semn. (1). Similar, obtinem:

2

a—b si bc—a“ au acelagi semn (2)

b—c si ca—b* au acelagi semn. (3).



Dacid a < bsia < ¢, atunci a — b < 0 si bc — a? > 0, ceea ce contrazice (2).
Agadar a nu este cea mai mica dintre laturi. Analog deducem ca nici b nici
¢ nu sunt cele mai mici laturi. Rezulta ca cel putin doua laturi sunt egale.
Dacd a = b, atunci a — b = 0, rezultand bc — a® = 0, deci ¢ = a. Analog in
celelalte cazuri.
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Problema 4. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia:
{ ﬁ-\/i] +[ x@\/ﬂ +...+{ \/ﬁ~\/n+1} = 2023.
*oHok

Solutie. Fie p € N*. Pentru fiecare numar natural k astfel Tncat
P<k<(p+1? avem: p?<k<vVk-VE+1<k+1<(p+1)2 deci

p<\VVE-VE+1<p+1.

= p, pentru 2p + 1 valori ale lui k.

A§adar[ VE-VE+1
}z{ \/?:-\/41}217

Rezulta: { V1- \/5}

—

=
S

I
| —— | —

S

R = [95] = [{7) = [V5 ] - [543 -

si relatiile analoage.
Pentru n € N*, fie m € N*, cu m? < n < (m + 1)2. Ecuatia devine:

1-2-1+4)+2-2-241)+...4(m—-1)(2-(m—1)+ 1) + m-s = 2023,
unde s =n —m? € {0,1,2,...,2m — 2} . Obtinem succesiv:
2-124142-2242+..2-(m =12+ (m—1)+m-s = 2023,

2- (124224 .+ (m—1)2) + (1424 ..+ (m—1) +m-5=2023, (%)

5. (m=1)-m-(2(m—1)+1) +m(m—1)
6 2
2m(m —1)(2m — 1) + 3m(m — 1) + 6ms = 6 - 2023. (%)

+m - s = 2023,

Deducem ci m este divizor al numéarului 6 - 2023 =2-3-7- 172,
Deoarece 2m(m — 1)(2m — 1) < 6 - 2023, rezulta ca m € {1,2,3,6,7,14}.
Fiindca s < 2m — 2, obtinem:

2m(m —1)(2m — 1) + 3m(m — 1) + 6m(2m — 2) > 6 - 2023,
deci m(m—1)(4m+13) > 6-2023, de unde rezulta ca m > 7. Asadar m = 14.
Inlocuind m = 14 in (), obtinem s = 21 si apoi n = 217.

Observatie: Valoarea lui s se poate afla din ecuatia (x) prin inlocuiri
ale lui m cu valori naturale, padna cand membrul stadng devine egal cu 2023.



