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Solutia problemei 1, Clasa a Vlll-a
ViitoriOlimpici.ro Etapa 2, Editia a XIV-a

Problema 1. Fie ABCD un patrulater circumscris unui cerc de centru O. Notam cu X, Y, Z, T
punctele de tangentd ale cercului cu laturile AB, BC, CD, respectiv DA, si cu M, N, P, Q
intersectiile diagonalelor cu cercul, astfel incat M se afla pe segmentul AP, iar N se afla pe
segmentul BQ. Aratati ca:

a) OA’-0C?=AC(AM -CP);

AX? BY? Cz? DT?
+ + +

=AC+BD+MP+NQ.
AM BN CP

b)

**k*

Solutie. a) Fie C(O, R) cercul inscris in patrulater.
Deoarece triunghiurile AOX si COZ sunt dreptunghice in X, respectiv

not

Y, iar OX =0OY =R, deducem ca OA? —OC? = AX?-CZ? = a..
Folosind puterea punctului fata de cerc, deducem ca AX? =AM - AP
si CZ? =CP-CM . Tnlocuind in o, obtinem:

a=AM-AP—-CP-CM = AM -(AC—-CP)-CP-(AC—-AM),
asadar o= AM - AC—AM -CP—-CP-AC+AM -CP =AC-(AM —-CP).

b) Folosind puterea punctului fata de cerc, deducem:

AX? BY? Ccz? DT? _

= AP, =BQ, =CM, DN.
AM BN CP DQ
2 2 2 2 not.
Asadar AX +BY +CZ +DT =AP+BQ+CM +DN = .
AM BN CP DQ

In consecintd, p=(AC—-CP)+(BD-DQ)+(CP+MP)+(DQ+NQ)=AC+BD+MP+NQ.
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Solutia problemei 2, Clasa a VllI-a

ViitoriOlimpici.ro Etapa 2, Editiaa XIV-a

Problema 2. Se considera un tetraedru regulat ABCD cu latura de 4 cm si punctele M, N, P pe
muchiile AB, AC, respectiv AD. Daca AM <MB, punctul N este mijlocul muchiei AC,

AP =2:DP {X}=MNCBC, {Y}=MPCBD,{Z} =NPCCD, iar XY =1,5xYZ, determinati
lungimea segmentului AM.

*kx

Solutie. Punctele X, Y si Z se afla la intersectia planelor (ABC) si
(MNP), deci apartin dreptei de intersectie a celor doua plane, asadar
sunt coliniare (Desargues).

Folosind teorema lui Menelaus in triunghiul ACD, cu transversala

N-P-Z, obtinem: QXN—C PA_ 1, adica sz 1.
ZC NA PD ZC C

ZD 1 . . :
Asadar Zc = > deci D este mijlocul segmentului CZ. X
Folosind teorema lui Menelaus in triunghiul CXZ, cu transversala B-D-Y, obtinem:
E E ﬁ_l adica 1x£x§_1 deci BC = 2,iarﬁ:§.
DC BX YZ BX 2 BX 3 XC 1
Folosind teorema lui Menelaus in triunghiul ABC, cu transversala M-N-X, obtinem:
MA ﬁXN—C—l,adicé mXEX1:1, deci mzl, iar m:E.Agadar MA=1cm.
MB XC NA MB 1 MB 3 AB 4

1 | Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro, Editia a X1V-a



( Solutia problemei 3, Clasa a Vlll-a

ViitoriOlimpici.ro Etapa 2, Editia a XIV-a

Problema 3. a) Demonstrati ca exista o infinitate de numere X, Yy € (1, oo) , astfel Tncat x si y nu
sunt intregi, dar [x-y]=[x]-[y]-

b) Demonstrati ¢d pentru orice X, y € (-, 0) care nu sunt intregi, avem [x-y]=[x]-[y].

Dana Heuberger

Solutie. a) Pentru k e N*, alegem x, ye(k, k+4—lk]. Avem [x]=[y]=k, deci [x]-[y]=k>. Tn

plus, x-ye(kz,k2+%+ : j iar k2+%+161kz <k?+1, deci [x-y]=k*=[x]-[y].

16k?
b) Fie X, y (-, 0)\Z si k,ne N" astfel incat [x]=—k, iar [y]=-n. Avem [x]-[y]=k-n.
Deoarece —k <x<-k+1<0 si —-n<x<-n+1<0, obtinem k-n>x>(k-1)(n-1), deci

[x-y]<k-n=[x]-[y], asadar [x-y]=[x]-[y].
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Solutia problemei 4, Clasa a VllI-a
ViitoriOlimpici.ro Etapa 1, Editia a XIV-a

Problema 4. Fie a, b, c T (0, ¥) astfel incat a* +b® +¢* + abc = 4. Demonstrati ca:

a) a£2-bc;
b) a+b+c£3.

*kx

Solutie. a) Metoda I : Tnmultind cu 4 egalitatea din enunt si grupand convenabil termenii, obtinem:
(4a2 +4abc + b202)+4(b2 - 2bc +CZ)— (bzc2 - 8bc +16) =0,

asadar O£ 4(b-c)” =(bc-4)" - (2a+bc)’ = -(2a+4)(2bc+2a-4). Deoarece a>0, rezulta
ca 2bc+2a-4£0,deci a£2-bc.

Metoda a Il-a: 4=a’+(b”+c?)+abc2a’+2bc+abc, deci be(a+2)£4-a® si deoarece
a+2>0,rezultici bc£2-a,deci a£2-bc.

b) Deoarece avem trei numere strict pozitive si doua intervale - (0, 1] si [1, ¥), din principiul
cutiei rezulta ca cel putin doua dintre numere se afla de aceeasi parte fata de 1. Fara a restrange
generalitatea, putem considera ca aceste numere sunt b si c. Atunci. (1-b)(1-c¢)30, asadar

a)
1-b-c+bc30.Rezultaica b+c£1+bcfl+2-a,deci a+b+c£3.

1 | Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro, Editia a X1V-a



