O

Solutia problemei 1, Clasa a VllI-a
ViitoriOlimpici.ro Etapa 1, Editia a XIV-a

Problema 1. Se considera numerele reale pozitive a, b, ¢, cu axbxc =1. Demonstrati ca:

a) E+E3a+1;
b ¢ c

b) E+E+9+£+£+33a+b+c+ab+bc+ca.
b a c b ac

*kx

Solutie. a) Deoarece b,cT(0,¥), inegalitatea este echivalenta cu ac+b*3abc+b, deci
ac(l-b)+b(b-1)30. Cum ac= % obtinem b (b -1) —%(b -1) 30. Rezulta ci inegalitatea din
enunt este echivalenti cu (b-1)*(b+1)20, adevarat.

c c

b) Folosind punctul a), avem %+E 3 a+1 . Asadar, %+9 3 a+ab. Analog rezulta inegalitatile:
C

b c cC_ a b a c.,b .a c
—+—3b+bc, —+—3c+ca, —+—3b+ab, —+—-3c+bc si —+—3a+ca.
cC a a b a c b a c b

Adunénd cele sase inegalitati, rezulta concluzia.
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Solutia problemei 2, Clasa a Vlll-a
ViitoriOlimpici.ro Etapa 1, Editia a XIV-a

Problema 2. Se considera triunghiurile asemenea ABC si BDC, astfel incét A si D sunt de o parte
si de alta a dreptei BC. Notam cu E simetricul lui B fata de C. Aratati ca:

a) patrulaterul ABDE este inscriptibil;

b) daca AE = AC, atunci triunghiul ABD este isoscel.

Dana Heuberger

Solutie. a) Deoarece A ABC ~A BDC, rezulta ABC =BDC =x°,

BAC =CBD =y°, ACB=BCD si E:E
DC BC
Dar BC =CE, deci obtinem CE = CA .
CD CE

B
Deoarece ACE =180°—- ACB =180°-BCD = DCE, conform cazului

L.U.L. rezulta ca triunghiurile ACE si ECD sunt asemenea.
Asadar AEC =EDC =z° si CAE=CED =t°. Din A ABE, obtinem
ci BAE + ABE + AEB = y°+t°+x°+2°=180°, deci ABD+ AED =x°+y°+2z°+t°=180°. In

consecinta, patrulaterul ABDE este inscriptibil.
b) Daca AE = AC, atunci triunghiul ACE este isoscel cu baza CE si cum A ACE ~A ECD,

rezulta ¢d DE =CE =BC. Apoi, AED=2z°+t°=180°—(x°+y°)=ACB si conform cazului
L.U.L. rezulta ca A ABC =A ADE , deci AB = AD, asadar triunghiul ABD este isoscel.
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Solutia problemei 3, Clasa a VllI-a
ViitoriOlimpici.ro Etapa 1, Editia a XIV-a

Problema 3. Alex are o bucata de branza de 1 kg. Alege un numar a >0, a 11 si taie bucata de
branza in doua bucati, astfel incat raportul maselor acestora sa fie egal cu é . Apoi, poate sa aleaga
una dintre bucatile ramase si sa o taie, astfel Tncat raportul maselor bucatilor obtinute din ea sa fie
egal cu é. Alex face un numar finit de taieturi, la fiecare etapa impartind o bucata de branza in

doua, dupa acelasi procedeu. Aratati ca este posibil ca Alex sa aleaga un numar a cu ajutorul
caruia sa obtina doua gramezi de bucati de branza, astfel incat fiecare dintre gramezi sa cantareasca
0,5 kg.

International Mathematics Tournament of the Towns, Spring 2010

Solutie. Dupa prima taietura, Alex obtine doua bucati de branza cu masele de %1 kg, respectiv
a

a . . . . . a . 5 .
Y] kg . Daca repeta operatia asupra bucatii care cantareste o1 kg , obtine alte doua buciti, cu
a a

2

masele de Lz kg, respectiv a_z kg .
(a+1) (a+1)
a’ a 1
Aritam ca exista a>0, a 11, astfel incat = + . Aducand fractiile la acelasi

(a+1)® (a+1)* a+l

numitor in ecuatia precedents, obtinem a® = 2a +1, deci (a —1)2 =2.Solutiaeste a = J2 +1.
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Solutia problemei 4, Clasa a Vlll-a
ViitoriOlimpici.ro Etapa 1, Editia a XIV-a

Problema 4. Spunem cd o multime Ac R" cu cel putin doud elemente este practica, daca sunt
indeplinite simultan conditiile:
(i) pentruorice X,y € A cu x =y, unul singur dintre numerele x+y si Xy este rational;

(ii) pentru orice X,y € A cu X # Yy, numarul x* +y’ este rational.

a) Determinati multimile practice A pentru care J2+B3eA.

b) Dati exemplu de multime practica A, care are o infinitate de elemente si este inclusa in (O, 1] .
Dana Heuberger

Solutie. Presupunem ca x+Yy e Q. Din (i) avem x*+y® =(x+ y)2 -2xyeQ, deci si xyeQ,
NE———
€Q

contradictie. Asadar, pentru orice X, y€ A cu x=Yy,avem x+yeQ si xyeQ".

Presupunem ca existd a€ ANQ. Pentru un x e A\{a} oarecare, deoarece ax=k € Q", rezulta

5 k . _ - o o
ca Xx=—eQ, decisi Xx+aeQ, contradictie. Asadar A este formata din elemente irationale.
a

a) Presupunem ca A are cel putin trei elemente. Fie X,Y,ze€ A, distincte doud cate doua.
Deoarece xyeQ si xzeQ, rezulti cda x°yzeQ si cum yzeQ", rezultd ca x*eQ. In

consecinta, pentru orice a€ A, avem ca a’ e Q. Deoarece JE + \/§ € A, ar trebui ca numarul
2 . .
(\/E ++/3 ) =5+26 si fie rational, fals. Asadar presupunerea facutd este falsd, deci A nu poate

avea mai mult de doud elemente. In consecinta, cautam A de forma A={\/§ +\/§, OL}, cu
aecR\Q.
Din cele de mai inainte deducem ca (X(\/E-i-\/g) =re@Q, deci a= r(\/é—\/i) Din (ii) stim ca

not.
o’ +(J§+J§)z = ¢ eQ, asadar r2(5—2J€)+5+2J6:5r2 +5+(2-2r*)V6 Q.
Dacd 2-2r>#0, din relatia precedenti rezultd ca J6 €Q, fals. Asadar r==%1 si obtinem
solutiile
A =(VZ+3VB-VE} 5i A ={42+B, 423},
2

b) Un exemplu este multimea A= {—
n

neN,nZZ}C(O,l].
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