BARAJ DE JUNIORI
Arabia Saudita, barajul 2, 2022

Problema 1. Determinati toate perechile de numere naturale prime (p, q) astfel
incat

P+’ +2=¢"—-¢
Problema 2. Stiind c& numerele reale nenegative a, b, ¢ satisfac conditia a® + b* +
c? = 2, aflati valoarea maxima a expresiei

_\/b2+02+\/a2+02
- 3—ua 3—-0b

P +a+ c— 2022c¢.

Problema 3. Fie BB, si C'C'y inaltimi in triunghiul ascutitunghic ABC' si fie Ag
mijlocul lui BC. Dreptele AqgB; si AgC intersecteaza paralela prin A la BC' in
punctele P si (). Demonstrati ca centrul cercului inscris in triunghiul PAqQ se
afla pe naltimea din A a triunghiului ABC'.

Problema 4. Esti pe cale de a-ti organiza aniversarea zilei de nagtere la care
stii ca vor participa fie m persoane, fie n persoane (inca nu stii sigur). Ai un tort
mare si vrei sl tai in mai multe bucati, nu neaparat egale, astfel incat sa poti oferi
tuturor invitatilor aceeasi cantitate de tort. (Un invitat poate primi o bucata mai
mare sau mai multe bucati mai mici, marimea bucatilor poate sa difere.) Care este
numarul minim de bucati in care trebuie sa tai tortul pentru a-1 putea imparti in
mod egal intre invitati, indiferent de faptul ca numarul acestora este m sau n.

Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute



Solutii oficiale:

Problema 1. Determinati toate perechile de numere naturale prime (p, q) astfel
incat

P+’ +2=¢"—q.
Solutie:
Stim ca p3(p? + 1) = (¢ + 1)(¢ — 2). Daca p divide atat ¢ — 1 cat si ¢ + 2, atunci
p = 3, de unde solutia (p, q) = (3,17).
Sa presupunem acum ca p # 3. Atunci unul dintre numerele ¢ — 1 §i ¢ + 2 trebuie
sa fie divizibil cu p?, iar celalalt sa il divida pe p* + 1. Rezulta ca g+ 1 > p? i
q—2 < p*+1, deci p* < p?+4. De aici rezulta imediat p = 2 si solutia (p, ¢) = (2, 7).

Problema 2. Stiind c& numerele reale nenegative a, b, ¢ satisfac conditia a® + b% +
c? = 2, aflati valoarea maxima a expresiei

B \/bg—kc?_i_\/cﬁ—l—c?
- 3—ua 3—b

P +a+c— 2022c.

Solutie:
Mai intai vom demonstra c& 4v/b% + ¢ < (3—a)?. Sa observam ca b*+¢* = 2—a?,
deci avem de demonstrat ca 4v/2 — a? < (3—a)?. Conform inegalititii dintre media
aritmetica si cea geometrica, avem
1+ (2 —a?
42— a2 =4 L(Z—M)§4-;i%?£i
Este suficient si demonstram ca 2(3 — a?) < (3 — a)?, inegalitate care revine la
3(a® — 2a + 1) > 0, adica la 3(a — 1)? > 0, care este adevarata.

C
VETE  3—a VETa _3-b

=2(3 —a?).

De aici putem deduce ca 54 < 1 . Analog, - < 1 . Atunci

Din cunoscuta inegalitate
(a+0)* <2(a* +b*) <2(a®>+ b+ %) =4

6+3-2
rezulta a + b < 2, deci P < +T = 3. Astfel, valoarea maxima a lui P este 3,

ea atingandu-se atunci cand a =b =1, ¢ = 0.

Problema 3. Fie BB si C'C inaltimi in triunghiul ascutitunghic ABC si fie Ag
mijlocul lui BC'. Dreptele AgB; si AgC intersecteaza paralela prin A la BC' in
punctele P si (). Demonstrati ca centrul cercului inscris in triunghiul PAyQ se
afla pe inaltimea din A a triunghiului ABC'

Solutie:



Deoarece triunghiurile BC'B; i BCC sunt dreptunghice, medianele lor, By Aq si
C1Ap sunt egale cu jumatate din ipotenuza BC', adica B1Ag = A¢C = AyB =
ChAp.

Avem <PBA = <«CB1Ay = <BCAy = <PAC, deci PA = PB;. Analog,
QA = QC4. Atunci centrul cercului inscris in triunghiul AgPQ este tangent la-
turilor acestuia in punctele By, A si C7. Dar centrul cercului circumscris triun-
ghiului AB;C' este mijlocul segmentului AH, unde H este ortocentrul, deci se afla
pe inaltimea din A.

Problema 4. Esti pe cale de a-ti organiza aniversarea zilei de nastere la care
stii ca vor participa fie m persoane, fie n persoane (inca nu stii sigur). Ai un tort
mare si vrei sl tai in mai multe bucati, nu neaparat egale, astfel incat sa poti oferi
tuturor invitatilor aceeasi cantitate de tort. (Un invitat poate primi o bucata mai
mare sau mai multe bucati mai mici, marimea bucatilor poate sa difere.) Care este
numarul minim de bucati in care trebuie sa tai tortul pentru a-1 putea imparti in
mod egal intre invitati, indiferent de faptul ca numarul acestora este m sau n.

Solutie:

Vom demonstra ca rezultatul este m 4+ n — (m,n). Mai intai, sa observam ca daca
reprezentam tortul sub forma intervalului [0, 1] si tacem taieturi in punctele de
coordonate £ (0 < k <m)si L (0 < j < n), atunci cu bucatile formate vom putea
usor satisface cerinta (ignoram taieturile % daca sunt n invitati, respectiv taieturile
% daca sunt m invitati). In total, sunt m — 1 tiieturi de forma % si n — 1 taieturi
de forma 1. Dintre acestea, (m,n) — 1 coincid. Astfel, vor i m +n — (m,n) — 1
taieturi, deci se vor forma m + n — (m,n) bucati.

S& demonstram acum ci acesta este numérul minim de buciti. In acest scop con-
sideram un graf bipartit| in care varfurile unei parti corespund celor m persoane
participante, iar cele din cealalta parte corespund celor n persoane participante.

Pentru fiecare bucata de tort ne uitam la cele doua persoane care ar urma sa
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https://ro.wikipedia.org/wiki/Graf_bipartit

primeasca respectiva bucata de tort daca la petrecere participa m persoane, respec-
tiv n persoane. Unim cu muchii varfurile corespunzatoare celor doua persoane. Ne
uitam la o componenta conexa a grafului. Atunci, daca intr-o parte sunt m; din
cele m varfuri, iar in cealalta parte sunt n; din cele n varfuri, atunci muchiile din

v v . . . o N my ny
aceasta componenta conexa a grafului unui bucati de tort reprezentand — = —
m m n
din tortul intreg. Rezulta ca m; > ——.
(m,n)

Asgadar, numarul de componente conexe este cel mult (m,n). Graful are m +n
varfuri i cel mult (m,n) componente conexe, deci numarul muchiilor este cel putin

m+n — (m,n). (Egalitatea se atinge atunci cand fiecare componenta conexa este
un arbore.)



