
BARAJ DE JUNIORI
Arabia Saudită, barajul 2, 2022

Problema 1. Determinaţi toate perechile de numere naturale prime (p, q) astfel
ı̂ncât

p5 + p3 + 2 = q2 − q.

Problema 2. Ştiind că numerele reale nenegative a, b, c satisfac condiţia a2 + b2 +
c2 = 2, aflaţi valoarea maximă a expresiei

P =

√
b2 + c2

3− a
+

√
a2 + c2

3− b
+ a + c− 2022c.

Problema 3. Fie BB1 şi CC1 ı̂nălţimi ı̂n triunghiul ascuţitunghic ABC şi fie A0

mijlocul lui BC. Dreptele A0B1 şi A0C1 intersectează paralela prin A la BC ı̂n
punctele P şi Q. Demonstraţi că centrul cercului ı̂nscris ı̂n triunghiul PA0Q se
află pe ı̂nălţimea din A a triunghiului ABC.

Problema 4. Eşti pe cale de a-ţi organiza aniversarea zilei de naştere la care
ştii că vor participa fie m persoane, fie n persoane (̂ıncă nu ştii sigur). Ai un tort
mare şi vrei sl tai ı̂n mai multe bucăţi, nu neapărat egale, astfel ı̂ncât să poţi oferi
tuturor invitaţilor aceeaşi cantitate de tort. (Un invitat poate primi o bucată mai
mare sau mai multe bucăţi mai mici, mărimea bucăţilor poate să difere.) Care este
numărul minim de bucăţi ı̂n care trebuie să tai tortul pentru a-l putea ı̂mpărţi ı̂n
mod egal ı̂ntre invitaţi, indiferent de faptul că numărul acestora este m sau n.

Timp de lucru: 4 ore şi 30 de minute
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Soluţii oficiale:

Problema 1. Determinaţi toate perechile de numere naturale prime (p, q) astfel
ı̂ncât

p5 + p3 + 2 = q2 − q.

Soluţie:
Ştim că p3(p2 + 1) = (q + 1)(q − 2). Dacă p divide atât q − 1 cât şi q + 2, atunci
p = 3, de unde soluţia (p, q) = (3, 17).
Să presupunem acum că p 6= 3. Atunci unul dintre numerele q − 1 şi q + 2 trebuie
să fie divizibil cu p3, iar celălalt să ı̂l dividă pe p2 + 1. Rezultă că q + 1 ≥ p3 şi
q−2 ≤ p2+1, deci p3 ≤ p2+4. De aici rezultă imediat p = 2 şi soluţia (p, q) = (2, 7).

Problema 2. Ştiind că numerele reale nenegative a, b, c satisfac condiţia a2 + b2 +
c2 = 2, aflaţi valoarea maximă a expresiei

P =

√
b2 + c2

3− a
+

√
a2 + c2

3− b
+ a + c− 2022c.

Soluţie:
Mai ı̂ntâi vom demonstra că 4

√
b2 + c2 ≤ (3−a)2. Să observăm că b2 +c2 = 2−a2,

deci avem de demonstrat că 4
√

2− a2 ≤ (3−a)2. Conform inegalităţii dintre media
aritmetică şi cea geometrică, avem

4
√

2− a2 = 4
√

1 · (2− a2) ≤ 4 · 1 + (2− a2)

2
= 2(3− a2).

Este suficient să demonstrăm că 2(3 − a2) ≤ (3 − a)2, inegalitate care revine la
3(a2 − 2a + 1) ≥ 0, adică la 3(a− 1)2 ≥ 0, care este adevărată.

De aici putem deduce că

√
b2 + c2

3− a
≤ 3− a

4
. Analog,

√
c2 + a2

3− b
≤ 3− b

4
. Atunci

P ≤ 3− a

4
+

3− b

4
+ a + b− 2022 ≤ 6 + 3(a + b)

4
.

Din cunoscuta inegalitate

(a + b)2 ≤ 2(a2 + b2) ≤ 2(a2 + b2 + c2) = 4

rezultă a + b ≤ 2, deci P ≤ 6 + 3 · 2
4

= 3. Astfel, valoarea maximă a lui P este 3,

ea atingându-se atunci când a = b = 1, c = 0.

Problema 3. Fie BB1 şi CC1 ı̂nălţimi ı̂n triunghiul ascuţitunghic ABC şi fie A0

mijlocul lui BC. Dreptele A0B1 şi A0C1 intersectează paralela prin A la BC ı̂n
punctele P şi Q. Demonstraţi că centrul cercului ı̂nscris ı̂n triunghiul PA0Q se
află pe ı̂nălţimea din A a triunghiului ABC.

Soluţie:

2



32 Solution to JBMO TST
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A
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Now
∠PB1A = ∠CB1A0 = ∠B1CA0 = ∠PAC,

thus PA = PB1. Similarly, QA = QC1. Then the incircle of triangle A0PQ touches
its sides in points A, B1, C1, which yields the assertion of the problem.

Problem 4. You plan to organize your birthday party, which will be attended
either by exactly m persons or by exactly n persons (you are not sure at the
moment). You have a big birthday cake and you want to divide it into several
parts (not necessarily equal), so that you are able to distribute the whole cake
among the people attending the party with everybody getting cake of equal mass
(however, one may get one big slice, while others several small slices - the sizes
of slices may differ). What is the minimal number of parts you need to divide the
cake, so that it is possible, regardless of the number of guests.

Solution. We claim that the answer is m + n − gcd(m,n). Firstly, note that if we
consider the cake as the interval [0, 1] and make cuts at points with coordinates k

m

(0 < k < m) and l
n

(0 < l < n), then we will be able to satisfy the condition of the
problem. Moreover, there will be m−1 cuts with k

m
, n−1 cuts with l

n
, gcd(m,n)−1

of which coincide. Therefore we will have

m+ n− gcd(m,n)− 1

cuts, so m+ n− gcd(m,n) parts. Let us show that this estimate is sharp. For that
purpose, consider a bipartite graph, with the vertices of one side corresponding to
the m persons on the party, and the vertices of the other side corresponding to the
n persons on the party.

We connect the vertices v and u by an edge, corresponding to the piece of cake, if
the piece of cake will be given to the person v, if exactly m persons attend, and
to the person u, if exactly n persons attend. Consider a component of connectivity
of the graph. Then, if it contains m1 edges in one side and n1 edges in the other
side, then the edges of it correspond to a cake with weight m1

m
= n1

n
. Therefore,

m1 ≥ m
gcd(m,n)

.

Thus, the number of components of connectivity is at most gcd(m,n). The graph
has m+n vertices and at most gcd(m,n) components of connectivity, so the number
of edges is at least m + n − gcd(m,n) (the equality is obtained, when each of the
components is a tree).
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Deoarece triunghiurile BCB1 şi BCC1 sunt dreptunghice, medianele lor, B1A0 şi
C1A0 sunt egale cu jumătate din ipotenuza BC, adică B1A0 = A0C = A0B =
C1A0.
Avem ^PB1A ≡ ^CB1A0 ≡ ^B1CA0 ≡ ^PAC, deci PA = PB1. Analog,
QA = QC1. Atunci centrul cercului ı̂nscris ı̂n triunghiul A0PQ este tangent la-
turilor acestuia ı̂n punctele B1, A şi C1. Dar centrul cercului circumscris triun-
ghiului AB1C1 este mijlocul segmentului AH, unde H este ortocentrul, deci se află
pe ı̂nălţimea din A.

Problema 4. Eşti pe cale de a-ţi organiza aniversarea zilei de naştere la care
ştii că vor participa fie m persoane, fie n persoane (̂ıncă nu ştii sigur). Ai un tort
mare şi vrei sl tai ı̂n mai multe bucăţi, nu neapărat egale, astfel ı̂ncât să poţi oferi
tuturor invitaţilor aceeaşi cantitate de tort. (Un invitat poate primi o bucată mai
mare sau mai multe bucăţi mai mici, mărimea bucăţilor poate să difere.) Care este
numărul minim de bucăţi ı̂n care trebuie să tai tortul pentru a-l putea ı̂mpărţi ı̂n
mod egal ı̂ntre invitaţi, indiferent de faptul că numărul acestora este m sau n.

Soluţie:
Vom demonstra că rezultatul este m+ n− (m,n). Mai ı̂ntâi, să observăm că dacă
reprezentăm tortul sub forma intervalului [0, 1] şi tacem tăieturi ı̂n punctele de
coordonate k

m
(0 < k < m) şi j

n
(0 < j < n), atunci cu bucăţile formate vom putea

uşor satisface cerinţa (ignorăm tăieturile k
m

dacă sunt n invitaţi, respectiv tăieturile
j
n

dacă sunt m invitaţi). În total, sunt m− 1 tăieturi de forma k
m

şi n− 1 tăieturi

de forma j
n
. Dintre acestea, (m,n) − 1 coincid. Astfel, vor fi m + n − (m,n) − 1

tăieturi, deci se vor forma m + n− (m,n) bucăţi.
Să demonstrăm acum că acesta este numărul minim de bucăţi. În acest scop con-
siderăm un graf bipartit ı̂n care vârfurile unei părţi corespund celor m persoane
participante, iar cele din cealaltă parte corespund celor n persoane participante.
Pentru fiecare bucată de tort ne uităm la cele două persoane care ar urma să
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primească respectiva bucată de tort dacă la petrecere participă m persoane, respec-
tiv n persoane. Unim cu muchii vârfurile corespunzătoare celor două persoane. Ne
uităm la o componentă conexă a grafului. Atunci, dacă ı̂ntr-o parte sunt m1 din
cele m vârfuri, iar ı̂n cealaltă parte sunt n1 din cele n vârfuri, atunci muchiile din

această componentă conexă a grafului unui bucăţi de tort reprezentând
m1

m
=

n1

n
din tortul ı̂ntreg. Rezultă că m1 ≥

m

(m,n)
.

Aşadar, numărul de componente conexe este cel mult (m,n). Graful are m + n
vârfuri şi cel mult (m,n) componente conexe, deci numărul muchiilor este cel puţin
m + n− (m,n). (Egalitatea se atinge atunci când fiecare componentă conexă este
un arbore.)
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