BARAJ DE JUNIORI
Arabia Saudita, barajul 1, 2022

Problema 1. Un numar natural n > 3 este ,,draguf’ daca si numai daca numerele
n+ 1 si 81 + 1 sunt patrate perfecte. Cate numere naturale nenule £ < 15 au
proprietatea ca 4n + k este numar compus pentru orice numar dragut n?

Problema 2. Fie BB’ ¢i C'C’ inaltimi in triunghiul ascutitunghic ABC. Doua
cercuri care trec prin A si ¢ sunt tangente dreptei BC' in punctele P si Q.
Demonstrati ca punctele A, B’, P si () sunt conciclice.

Problema 3. Pe tabla se scriu 2000 de numere intregi consecutive, nu neaparat
pozitive. Un elev face mai multe mutari. La fiecare mutare, el grupeaza cele 2000
de numere 1n 1000 de perechi si inlocuieste fiecare pereche cu diferenta si suma nu-
merelor din respectiva pereche. (Diferenta nu trebuie sa fie pozitiva, elevul putand
sa scada numarul mai mare din numarul mai mic.) In plus, toate operatiile se fac
simultan. Demonstrati ca numerele scrise pe tabla nu vor mai fi niciodata 2000 de
numere consecutive.

Problema 4. Determinati cel mai mic numar natural a pentru care exista un
numar prim p si un numar natural b > 2 astfel incat

aP —a

p

=’

Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute



Solutii oficiale:

Problema 1. Un numar natural n > 3 este ,,draguf’ daca si numai daca numerele
n + 1 g1 8n 4+ 1 sunt patrate perfecte. Cate numere naturale nenule £ < 15 au
proprietatea ca 4n + k este numar compus pentru orice numar dragut n?

Solutie:

Mai intai, sa observam ca restul impartirii la 3 al oricarui patrat perfect este 0 sau
1. Astfel, n+1 - patrat perfect implica n = 0,2 mod 3, iar 8n+ 1 - patrat perfect
implica n = 0,1 mod 3. Asadar, daca n este dragut, atunci n este multiplu de 3.
Este ugor de verificat ca 15 este cel mai mic numar dragut.

Atunci toate numerele pare k vor satisface conditia deoarece este, in acest caz,
numar par, mai mare ca 2, deci numar compus.

Similar, toate numerele k£ divizibile cu 3 satisfac si ele conditia deoarece n + k este
divizibil cu 3, mai mare ca 3, deci compus. Mai raméane de verificat conditia pentru
ke {1,5,7,11,13}. In particular, pentru n = 15, rezulta ca este necesar ca 60 + k
sa fie compus. Dar 60 +1 = 61, 60 +7 = 67, 60 + 11 = 71 i 60 + 13 = 73 sunt
toate prime, deci k = 1,7,11, 13 nu satisfac conditia.

In fine, vom demonstra ci si k = b satisface conditia. Este usor de verificat ca

36 1
x(n+1)+yBn+1)=4n+5, ‘v’n<:;>x:77 y=-=.

astfel ca
7(4n+5) = 36(n+ 1) — (8n + 1) = 36a* — b* = (6a — b)(6a + b),

cu a,b e N*. Dar

6a—b=6vVn+1—vV8+1>3V/n+1>12.

Asadar, daca 4n + 5 > 7 este prim, atunci trebuie ca 6a —b = 7 si 6a+b = 4n + 5,
ceea ce contrazice 6a — b > 12. Asadar, 4n + 5 este compus.

Agadar, sunt 11 numere k cu proprietatea dorita: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 14 si
15.

Problema 2. Fie BB’ ¢i C'C’ inaltimi 1n triunghiul ascutitunghic ABC. Doua
cercuri care trec prin A gi C’ sunt tangente dreptei BC' in punctele P si Q.

Demonstrati ca punctele A, B’, P si () sunt conciclice.

Solutie:



Deoarece BP? = BQ? = BA - B(', iar patrulaterele AC'A'C' si AB'A’B sunt
inscriptibile (AA’ e inaltime), avem

CP-CQ =CB*-BP? =(CB?*-BA-BC' = BC*~BC-BA' = BC-CA' = CA-CB'.
De aici concluzia rezulta in mod evident.

Problema 3. Pe tabla se scriu 2000 de numere intregi consecutive, nu neaparat
pozitive. Un elev face mai multe mutari. La fiecare mutare, el grupeaza cele 2000
de numere 1n 1000 de perechi si inlocuieste fiecare pereche cu diferenta si suma nu-
merelor din respectiva pereche. (Diferenta nu trebuie sa fie pozitiva, elevul putand
sa scada numarul mai mare din numarul mai mic.) In plus, toate operatiile se fac
simultan. Demonstrati ca numerele scrise pe tabla nu vor mai fi niciodata 2000 de
numere consecutive.

Solutie:
Observam c (a — b)? + (a + b)* = 2(a® + b?), astfel ca suma piatratelor numerelor
de pe tabla se dubleaza la fiecare mutare. De asemenea,

1999 - 2000 - 3999

n® +(n+1)2+... 4 (n+1999)% = 2000n* + 1999 - 2000n + G ,

care este congruent cu 8 modulo 16. Evident, atunci cand inmultim aceasta suma
cu 2 vom obtin un numar divizibil cu 16, astfel ca ea nu va mai fi niciodata o suma
de 2000 de numere consecutive.

Problema 4. Determinati cel mai mic numar natural a pentru care exista un
numar prim p si un numar natural b > 2 astfel incat

ap—a:bQ
p




Solutie:

Daca p = 2, ecuatia noastrd devine a(a — 1) = 2b?. Cea mai mica solutie naturald
a acesteia este a = 9.

Fie de-acum p > 3. Deoarece a si a’P~! — 1 sunt prime intre ele si a(a?~! —1) = pb?,
unul dintre numerele a si a?~ —1 trebuie sa fie patrat perfect. Cum a?~! este patrat
perfect, a?~! — 1 nu poate fi patrat perfect, deci a este patrat perfect. Singurele
patrate perfecte mai mici ca 9 sunt 1 si 4, iar @ = 1 nu convine. Fie agadar a = 4.

Atunci
o1 (1) (2l 4 1)

p p
este patrat perfect, deci fie 27~ —1, fie 2°~' 41 este patrat perfect. Dar 2P~!1—1 = 3
(mod 4), deci 2P71 — 1 nu este patrat perfect. Rdmane ci 2°7! + 1 = ¢ Atunci
27~1 = (¢ —1)(c+1), deci i ¢ — 1 gi ¢+ 1 sunt puteri ale lui 2, deci ele trebuie s&
fie 2 si 4. Dar atunci p = 4, contradictie.
In concluzie, raspunsul este a = 9.




