Problema saptamaéanii 335

Determinati toate numerele naturale nenule z,y, z pentru care 3% + 4Y = 5.
Wactaw Sierpinski

Solutia 1:

Sa observam mai intai ca, modulo 3, avem 3% +4Y =1 (mod 3), deci 5* =1 (mod 3),
ceea ce arata ca z trebuie sa fie par.

Fie ¢ € N* astfel ca z = 2c. Atunci 3% = 5%¢ — 4¥ = (5° — 2¥)(5° + 2¥), deci exista
u,v € Ncu b®—2¥ =3% 5°+2Y =3 u+v =2 Evident, u < v. Prin scadere
obtinem 3” — 3% = 2¥*!  deci, modulo 3, trebuie ca u = 0. Asadar 5¢ + 2Y = 3% i
5¢ —2¥ = 1. Prin adunarea acestor doua relatii obtinem 2-5°= 3"+ 1, deci 2-5° =
(mod 3), ceea ce implica ¢ impar. Fie c=20+1, b € N.

Analizand ecuatia initiala modulo 4, avem ca 5° — 4Y = 1 (mod 4), deci 3* = 1
(mod 4), deci z trebuie sa fie par.

Privind acum ecuatia 5¢ 4+ 2Y = 3* modulo 8, avem, in caz ca y > 3, 5°
5-25° =5(3-8+1)" =5 (mod 8), 2¢ =0 (mod 8) si 3° = (8 + 1)*2 = 1 (mod 8),
deci ecuatia 5° 4 2Y = 3% nu are solutii daca y > 3. Modulo 4 se vede ca nici pentru
y = 1 ea nu are solutji. In fine, in cazul y = 2, din 5 — 2¥ = 1 obtinem ¢ = 1, de unde
T =z=2

Asadar, unica solutie este x =y = z = 2.
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Solutia 2: (loan Viorel Codreanu)

Sa observam mai intai ca, modulo 3, avem 3% +4Y =1 (mod 3), deci 5* =1 (mod 3),
ceea ce arata ca z trebuie sa fie par.

Analizand ecuatia modulo 4, avem ca 5* —4Y =1 (mod 4), deci 3* = 1 (mod 4), deci
si o trebuie si fie par. Daca x = 2a, z = 2¢, a,c € N*, atunci 4¥ = 5% — 32¢ =
(5¢ —2%)(5° 4+ 2%). Deducem ca existda u,v € N astfel ca 5 — 3% = 2%, 5¢ 4 3% = 2",
u+v = 2y. Evident, u < v. Adunand primele doua relatii obtinem 2" 4 2V = 2 . 5¢,
adicd 2“(2°7" — 1) = 2 - 5°. Deducem ca v =1 gi 271 — 1 = 5¢, adica 5¢ — 27! = 1.
Din conjectura lui Catalan (Teorema Preda Mihailescu) rezulta ca singurele solutii ale
acestel ecuatii sunt cele pentru ¢ = 1 sau v —1 = 1. Asgadar, singura solutie este ¢ = 1,
v = 3, care conduce rapid la singura solutie, z =y = z = 2.

Remarca: (Alezandru Ciobotea)
Singurele triplete de numere naturale care verifica ecuatia din enunt sunt (2,2,2) si

(0,1,1).

Am primit solutii de la: loan Viorel Codreanu, Daniel Vacaru i Alezandru Ciobotea.
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Find all positive integers z,y, z such that 3% + 4Y = 5.
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Solutions in English to this problem can be found here.
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