Problema saptamaéanii 334

Fie a, b, c numere reale pozitive. Demonstrati inegalitatea

ab + be + ca
a2+ b2 42’

abc 2
4>
ad+ b+ 37

Nguyen Anh Cuong
Solutia 1: Scazand 1 din ambii membri, inegalitatea devine

3abc —a® - — ¢ _ ab+bc+ ca—a® —b? — 2
3+ +c3) — a? 4+ b? + 2

Y

adica

(a+b+c)(a®+b*+ % —ab—be— ca) < a® +b* + c* —ab — be — ca
3(a® + b3+ ¢3) - a? + b% + ¢2 '

Cum a? + b* + ¢ — ab — bc — ca > 0 (cu egalitate daci si numai dacd a = b = ¢), este
suficient sd demonstram ca (a + b+ c)(a® + b? + ¢?) < 3(a® + b + ).

Aceasta inegalitate rezulta imediat din inegalitatea lui Cebasev pentru tripletele la fel
ordonate (a, b, c) si (a2, 0%, c?).

Alternativ, ea se obtine din adunarea inegalitatii a®b + ab* < a® + b3 (echivalentd cu
(a — b)*(a+ b) > 0) cu analoagele ei.

Egalitatea are loc daca gi numai daca a = b = c.

afara de solutia de mai sus, am am primit de la Titu Zvonaru alte doua solutii instruc-
tive:

Solutia 2: Dupa eliminarea numitorilor se ajunge la o inegalitate in trei variabile
care este simetrica (adica schimbéand oricare doua variabile intre ele, inegalitatea nu
se modifica) si omogena de gradul 5 (adica daca am inlocui fiecare variabila cu z, toti
termenii ar fi de forma az®, cu @ € R). O teoremd importanta spune ci o asemenea
inegalitate este adevarata daca gi numai daca este adevarata in fiecare din urmatoarele
doua cazuri:

o b=c,

o c=0.

Pentru b = c inegalitatea devine 2a® — 6a*b + 4a®b* + 4a%b> — 6ab* + 20° > 0. adica
2(a —b)*(a +b) > 0, evident adevirata.

Pentru ¢ = 0 trebuie sa aratam ci 2a? —3ab+2b? > 0, adicd 2(a —b)?+ab > 0, evident
adevarat.

Solutia 3: Dupa eliminarea numitorilor, inegalitatea se poate scrie sub forma 2a® +
20° + 2¢° — 3a'b — 3a*c — 3bta — 3b*c — 3cta — 3ctb + 2a3b? + 2a3c? + 2b%a? + 2632 +
2c3a? + 2¢30* > 0. (%)

Deoarece nu exista termeni care sa contina toate variabilele, nu este prea greu de vazut
ca printr-o grupare convenabila inegalitatea se poate scrie sub forma



(a+b)(a—=b)*+(b+c)(b—c)* + (c+a)(c—a)t>0.
(Cu alte cuvinte, negalitatea (*) se poate sparge in trei inegalitati mai simple, ugor de
ghicit si de demonstrat, (a + b)(a — b)* > 0 si analoagele ei.)

Morala solutiei 3 este: daca nu ai inspiratie, uneori eliminarea numitorilor poate salva
situatia.

Am primit solutii de la: Titu Zvonaru, Daniel Vacaru, Adrian Zanca, Marius Valentin
Dragoi si Alberto Radu.

Problem of the week no. 334
Prove that the following inequality holds for all positive a,b,c¢ > 0

abc +2>ab+bc+ca
B+ +c 3T A+ +c2
Nguyen Anh Cuong
Solution: Subtracting 1 from both sides transforms the inequality into

3abc —a® =3 — ¢ _ ab+bc+ ca —a® — b? — 2
3ad+034+c3) a?+ 0%+ 2

Y

o (a+b+c)(a® 4+ >+ —ab—bc— ca) < a® +b* + ¢ —ab — be — ca

3(a® + b3+ c3) - a? 4+ b + 2 '
As a®> +b* + 2 — ab — bc — ca > 0 (with equality holding only for a = b = ¢), it is
sufficient to prove that (a + b+ ¢)(a® + b* + ¢?) < 3(a® +b® + 3).
This inequality follows immediately from Chebyshev’s sum inequality for the triples
(a,b,c) and (a?,b?, c?).
Alternatively, it follows from adding the inequality a?b + ab® < a® + b® (equivalent to
(a — b)*(a + b) > 0) with its analogues.
Equality holds if and only if a = b = c.




