Problema saptamanii 318

Fie n>1 un numar natural si fie a, b, c numere reale pozitive astfel incat a”+b"+c" = 3.
Aratati ca
1 1 1 3
a”+1+n+ b”“jtnjL ctl4n ~n+1
Solutie: Folosim inegalitatea dintre media aritmetica si cea geometrica pentru n + 1
numere dintre care n sunt egale cu 1 (sau, direct, inegalitatea mediilor ponderata):
a1+ 14+ ...+ 1> (n+1) "Vartl - 1-1-...-1 = a. Folosind inegalitatea dedusa

n times
mai sus si analoagele scrise pentru b si ¢ obtinem

1 1 a™t! 1 a” 3
ZanJrl_'_n n;( n+an+1)—n2( n+1) n-4+1

cyc cyc

Egalitatea are loc daca si numai daca a =b=c=1.

Remarca: (Alezandru Ciobotea)

Inegalitatea a™ ™ +n > (n+1)a rezultd direct din inegalitatea lui Bernoulli: (z+1)™ >
14+ mz, Vo > —1, Vm € N. Scriind inegalitatea lui Bernoulli pentru x =a —1 > —1
si m = n + 1 obtinem inegalitatea dorita.

Morala: Numitorul sugereaza aplicarea inegalitatii deduse la inceputul solutiei de
mai sus. Insii minorarea a”t! +n > (n + 1)a conduce la o majorare (<) a fractiei din
1
Trucul este sa scadem ceva din fiecare fractie pana devine negativa, apoi Inmultim
inegalitatea cu —1 ceea ce 1i va schimba sensul (in sensul dorit de noi) gi abia apoi
aplicam inegalitatea descoperita la inceput. Asta conduce la urmaéatoarea rezolvare

(echivalenta cu cea de mai sus, dar poate putin mai intuitiva):

, ori noi avem nevoie de o minorare (>).

Inegalitatea de demonstrat se poate scrie echivalent
1 1 1 1 1 1 3 3
— |t |\ |t =] 2 - =,
avtl+n n bvtl+n  n ctl+n n n+1 n

_an—l—l _bn+1 _Cn+1 -3

> .
n(an*t!t 4+ n) * n(b"t +n) N n(etl +n) ~ n(n+1)

adica

inmul@ind cu —n < 0, sensul inegalitatii se schimba, astfel ca aceasta devine

an-i—l bn+ 1 cn-‘rl 3

+ + .
atl+n  btl4n  H4+n =" n+1l
Dar "™ +n > (n + 1)a si analoagele pentru b si ¢ implica

an—f—l bn+1 Cn+1 an+1 bn+1 Cn+1 a”+b”+c” 3

< = = .
a“tl+4n * btl+4n * cH4n = (n+1)a * (n+1)b * (n+1)c n+1 n+1




Am primit solutii de la Daniel Vacaru si Alexandru Ciobotea.

Problem of the week no. 318

Let n>1 be an integer and let a, b, ¢ be positive real numbers such that a” 40" +c" = 3.

Prove that
1 1 1 3

> .
a”+1+n+ b”“+n+ Atl4+n " n+1
Solution: We use the AM-GM inequality for n + 1 numbers, n of which are equal
tol: @™ +1+1+...+1>(n+1)"Vat1-1-1-...-1 = a. Using this and its
—_—

n times
analogues written for b and ¢ we get

1 1 antl 1 a” 3
Za”“Jrn nczyc( n+a"+1)_nz< n+1) n+1

cyc




