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Clasa a VIII-a

Problema 1. Fie numerele reale nenule a si b si functia f : R — R, f(x) = az + b.
Aritati ci, daca f(1) si f(1/3) sunt numere rationale, atunci f(1 + v/3) este numar irational.

Gazeta Matematica

Solutie si barem

Din ipoteza avem a +b € QsiavV3+b€ Q,decia(v3-1)€Q. ................. 2 puncte
Cum a este nenul si v/3 — 1 este irational, rezulta ci a este irational. ............. 2 puncte
Prin urmare, f(1 4+ v/3) = (aV/3 +b) + a este irational. ........................... 3 puncte
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Problema 2. Fie A, B, C, D puncte necoplanare. Se noteaza cu H; si Hs ortocentrele tri-
unghiurilor BDC' respectiv ADC'. Aratati ca punctele A, B, Hy, Hy sunt coplanare daca si numai
daca sunt conciclice.

Viitori Olimpici

Solutie si barem
Daca punctele sunt conciclice atunci ele sunt coplanare. ........................... 1 punct

Reciproc, daca punctele sunt coplanare si BH; N CD = {T} , atunci {T'} = (ABH,) " CD

deci AHo NOD = {1}, oo 1 punct
Triunghiurile H,7C' si DT B sunt asemenea, fiind dreptunghice si ZH,CT = 90° — ZBDC =

, HT TC ,
/ZDBT . Prin urmare, DT TR deci TH,-TB=TC-TD. ..................... 2 puncte

Analog se demonstreaza ca THy - TA =TC -TD | prin urmare TH, - TB = THy - TA. Din
teorema reciproca a puterii punctului fata de cerc rezulta conciclicitatea punctelor A, B, Hy,H>.
3 puncte
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Problema 3. Fie numerele naturale m,n > 2. Consideram toate tabelele de numere reale cu
m linii si n coloane de forma:

aix Q2+ QAip
Q21 QA22° -+ QAgp
Am1 Am2 - Qmp

cu proprietatea ca suma patratelor numerelor inscrise in fiecare coloana este egala cu 1, adica:
2 2 2 _ . _
ay;+ay +-+ay =1, (V) j=12,...n.

Pentru fiecare linie a unui astfel de tabel, consideram suma tuturor produselor de cate doua
numere inscrise pe pozitii distincte ale acelei linii, definita astfel:

A = apnaip + anis + - - F QG + 20z + - F Qino1Gin, (V) 1=1,2,...m.

Pentru fiecare astfel de tabel, notam cu S = A; + Ay + --- + A,,. Care este cea mai mare
valoare posibila a lui S7

Stefan Dumitrescu

Solutie si barem

Pentru fiecare doua coloane C; = (ay;, ag, . - ., @) st Cj = (a1, azj, . - ., @yj) , aplicand inegal-
itatea Cauchy-Schwarz, avem:

2 2 2 2 2 2

Folosind ipoteza, rezulta:
A1;a1; + A2;A2; + -+ Qi Amj S 1.

...................................................................................... 3 puncte
Insumand pentru toate perechile (1,j) cu 1 <i < j < n, obtinem:
@ —1
> M
2
=1
................................................................................... 3 puncte

Valoarea maxima S =

0 T 2T 57 1 punct

se obtine, de exemplu, pentru a;; =

Bl



