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Problema 1.

Intr-un joc pe computer, avem o pista formata din patratele unitate, de
lungime 4n, n € N*. Jucatorul pleaca din patratelul 1 si se misca intotdeauna
inainte, dupa urmatoarele reguli:

e din patratelele de forma 4a, 4a+1, 4a+ 3, poate sari in patratelul vecin
sau 1n patratelul situat la distanta 2;

e in patratelele de forma 4a + 2 se afla lipici, iar jucatorul nu se poate
deplasa decat in patratelul vecin.

In cate moduri se poate ajunge din patratelul 1 in patratelul 4n?

Stefan-Ionel Dumitrescu

Solutie.

Vom asocia fiecarui patratel in parte un numar K (p) reprezentand numarul
de moduri in care se poate ajunge in patratelul p, plecand din patratelul 1
si respectand regulile jocului.

Pentru p # 0 (mod 4) si p > 3, putem scrie ca:
K(p)=Kp—-1)+K(p-2).
Pentru p =0 (mod 4) si p > 4, avem ca p—2 = 2 (mod 4) (adica este un
patrat cu lipici), deci:
K(p) = K(p—1).
Mai departe, pentru un 1 < a < n oarecare, notand K (4a) = z, avem:
K(4a+1) = K(4a — 1) + K(4a) = 2K (4a) = 2z,
K(4a+2) = K(4a) + K(4a+ 1) = = + 2z = 3z,
K(4a+3) = K(4a+ 1) + K(4a + 2) = 2z + 3z = bz,
K(4a +4) = K(4a + 3) = 5z = 5K (4a).
Inductiv, rezulta:
K(4n) = K(4)-5" 1 ¥n > 1.
Cum K (4) = 2, raspunsul final este:
K(4n) =2-5""1.
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Problema 2.
Spunem ca perechea de numere reale nenule (a,b) este interesantda daca

a+bsi —+ R sunt numere intregi nenule.
a

1. Aratati ca exista o infinitate de perechi interesante.

2. Determinati perechile interesante (a, b) cu proprietatea ca cel putin unul
dintre numerele a? si b? este rational.

Aurel Barsan

Solutie.
1. De exemplu, multimea
{(/H\/m,k—\/ﬁ)\ keN, k21},
reprezinta o familie infinita de perechi interesante.

2. Fie (a,b) o pereche interesantd, astfel ca a®* € Q* sau b* € Q*. Avem

11\
ab = (a+D) (a + E) € Q*. Cum unul dintre numerele a* si b* este rational,

a
rezulta 7 € Q.

b 1 1
Deasemenea,avem2—|——+g:(a+b) -+ - ) ez
a b a b
b
Noténdk:——f—%EZ\{—Z}git:%EQ*,ob‘ginemt2—kt—|—1:0.
a

Ecuatia 22 — kx 4+ 1 = 0 are solutii rationale dac# si numai daca k% — 4

este un patrat perfect, deci exista m € N astfel ca k? — 4 = m?. Atunci

(k —m)(k +m) = 4, de unde obtinem k = £2. Cazul k = —2 se exclude iar

pentru k = 2, obtinem ¢ = % =1, deci a = b.
4 1 1
Rezulta 2a = a +b =: n € Z*. Atunci — = — + — € Z", de unde
a

n b
n e {£l,+2,+4}.
In concluzie, perechile interesante cu propietatea din enunt sunt urmatoarele:

e
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Problema 3.
Determinati valorile intregi ale lui m pentru care ecuatia

[2°] — 202224+ m =0

are un numar impar de solutii. ([a] reprezinta partea intreaga a numarului
real a.)

KKk

Solutie.

Din ipoteza rezulta ca —2022x € Z, prin urmare ecuatia se scrie
|2% — 20222 | +m = 0.

Notam y = x — 1011, deci 22 — 20222 = y?> — 10112, Obtinem ecuatia
echivalenta:
ly?| — 10112 +m = 0.

Observam ca daca ecuatia are solutia nenula y, are si solutia —y, deci
avem un numar par de solutii nenule. Folosind ipoteza rezulta ca y = 0 este
solutie, prin urmare m = 10112,
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Problema 4.
Fie ABC'D un tetraedru si punctele £, F, G, H, I, J pe laturile AB,
BC, CA, CD, AD respectiv DB astfel ca

AFE -EB=BF -FC=CG-GA=CH-HD=DI-IA=DJ-JB.
Aratati ca punctele E, F', G, H, I, J se afla pe o sfera.

Vasile Pop

Solutie.

Fie O centrul sferei circumscrise tetraedrului si R raza ei. Construim un
plan care trece prin A, B si O. Acest plan taie sfera dupa un cerc mare (de
raza R). Puterea punctului £ fata de cercul de intersectie este

AE - EB = R?> — OF>.

Analog, obtinem BF-FC = R?~0OF? CG-GA=R*-0G?* CH-HD =
R*—~OH? DI-IA=R?>-0I*siDJ-JB=R?>-0J%

Atunci, pe baza ipotezei, deducem OF = OF = OG = OH = 0OI = 0J,
deci punctele se afla pe o sfera de centru O.
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