Problema 1, Clasa a Vlll-a
Etapa 6, Editia a XllI-a
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( SOLUTIE )

Problema 1.
In tetraedrul VABC', consideram un punct arbitrar P in interiorul fetei

ABC. Paralelele duse prin P la muchiile VA,V B, V(' intersecteaza fetele
tetraedrului in punctele A’, B’ respectiv C". Aratati ca:

PA'" PB  PC'

vatve Tve Tt

KKk

Solutie.

Daca BOCNAP = {A;}, atunci A’ € V A;. Din asemanarea triunghiurilor
A1PA i A AV obtinem:

PA"  PA
VA  AA
y . PAy  Sppc N
Se arata usor ca = ———, deci obtinem:
’ AAy Sapc
PA"  Sppc

VA Sipc

PB’ - SPAC si pPC’ - SPAB
VB Sipc~ VO Sape

Analog se arata ca , prin urmare

pPA'  PB  PC

vatve Tve Tt
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( SOLUTIE )

Problema 2.
Fie a1, ag, as, ..., agsne o scriere arbitrara a numerelor 1, 2, 3, ..., 2022.
Aratati ca printre numerele

|CL1—1|, |CL2—2|, |CL3—3|, ...,|a2022—2022|

exista (cel putin) doua numere egale.

Kk

Solutie.

Consideram ay, ag, as ..., ag22 0 scriere arbitrara a numerelor 1, 2, 3, ..., 2022.
Avem |ay — k| € {0,1,...,2021}, pentru orice k € {1,2,...,2022}.

Presupunem, prin absurd, ca numerele |a; — k|, k& € {1,2,...,2022},
sunt distincte. Atunci

{lar — k|, k=1,2,...,2022} = {0,1,2,...,2021},
deci suma
S = la; — 1|+]ag — 2|+...+]agee — 2022] = 04+1+2+---+2021 = 2021-1011

este un numar impar.
Pe de alta parte, daca x este un numar intreg, atunci |z| are aceeasi
paritate cu x. Rezulta ca S are aceeasi paritate cu numarul

(Cll - 1) -+ (a2 - 2) + ...+ ((12022 - 2022) = 0,

prin urmare S este un numar par, contradictie.
Deducem ca printre |a; — 1], |ag — 2|, ..., |agges — 2022| exista doua nu-
mere egale.
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( SOLUTIE )

Problema 3.

Fie ABCDA B'C'D’ un paralelipiped dreptunghic de dimensiuni a, b, ¢
si diagonala egald cu d. Dacd notam cu k distanta de la A la planul (A'BD)
iar cu V' volumul paralelipipedului, aratati ca

V > dv3k2.

Petru Viad, Concursul Gheorghe Lazar, Sibiu, 2016

Solutie.

1 1 1 1
Calculand, obtinem V =abc, d®> = a2 +b*+ 2, — = —+ — + —.

k2 a2 b2 2
Astfel, inegalitatea de demonstrat este echivalenta cu :

1 1 1 bc ac ab
44 > 2 2 2 I TR 2 2 2)
abc<a2+b2+02)_\/3(a +b +c)<:>a+b+c > \/3(a% + b2 + ¢2)

Utilizand inegalitatea
(z4+y+2)° >3y +yz+22), V,y, 2 € R,

obtinem

be ac ab\’ 5 5 5
—+—+— =23(®+b*+),
a b c

ceea ce trebuia demonstrat.
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Problema 4.
Fie @ un numar natural nenul. Sa se demonstreze ca a este patrat
perfect, daca si numai daca, oricare ar fi b € N* exista ¢ € N* astfel incat
a + be sa fie patrat perfect.

Bogdan Enescu, Olimpiada Nationala de Matematica 1997

Solutie.

Daci a este patrat perfect atunci exista k € N* astfel incat a = k2. Pentru
orice b € N* consideram ¢ = b + 2k si atunci avem a + be = k? + b* + 2bk =
(b + k)?* ceea ce arata c& a + be este patrat perfect.

Reciproc, daca a € N* si pentru orice b € N* exista ¢ € N* astfel incat
a + bc este patrat perfect sa aratam ca a este patrat perfect.

Fie b = a® si ¢ € N* astfel incat a + bc = a + a?c este patrat perfect adica
a(l+ ac) = k?, k € N*. Deoarece (a,1+ ac) =1 si a(1 + ac) = k? rezula ca
a este patrat perfect.
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