EXAMENE SI CONCURSURI

OLIMPIADA BALCANICA DE MATEMATICA PENTRU
JUNIORI, 2022

prezentare de MARIUS PERIANU,1) CRISTIAN MANGRA ?) si
CRISTIAN LAZXR?)

In perioada 28 iunie - 3 iulie 2022, la Sarajevo (Bosnia i Hertegovina)
s-a desfasurat cea de a 26-a editie a Olimpiadei Balcanice de Matematica pen-
tru Juniori (JBMO 2022). Au participat echipe de cate 6 elevi reprezentand
Albania, Bulgaria, Bosnia si Hertegovina, Cipru, Grecia, Macedonia, Moldo-
va, Muntenegru, Romaénia, Serbia gi Turcia (tari oficiale), precum si Arabia
Sauditd, Azerbaidjan, Bosnia si Hertegovina (echipa B), Croatia, Franta,
Kazahstan, Kirgizstan si Tadjikistan (tari invitate).

l)Prof&sor, Colegiul National ,Ion Minulescu“, Slatina..
2) Profesor, Colegiul National , Tudor Vianu“, Bucuregti.
3) Profesor, Colegiul ,Naional”, Iasi.
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Elevii roméni au obtinut patru medalii de aur si doud medalii de argint.
Medalii de aur: Aida Mitroi (clasa a VIII-a, Scoala Gimnaziald Nr.16
»Take Ionescu”, Timisoara) - punctaj maxim, Victor-Vasile Dragos (clasa
a VIII-a, Colegiul National ,Vasile Lucaciu”, Baia Mare) - punctaj maxim,
Andrei Vila (clasa a VIII-a, Liceul International de Informaticd, Bucuresti),
Radu-Ionuf Stoleriu (clasa a VIII-a, Colegiul National ,,Emil Racovita”, Iasi).
Medalii de argint: David Ghibu (clasa a VIII-a, Liceul International de
Informatics, Bucuresti), Emanuel Mazdre (clasa a VIII-a, Scoala Gimnaziala
,2Mihai Eminescu”, Pitesti).

224 points
{ECORD

& 5&

Echipa Romaniei a fost coordonats de profesorii Marius Perianu (Co-
legiul National ,lon Minulescu”, Slatina) - conducator, Cristian Mangra
(Colegiul National ,Tudor Vianu”, Bucuresti) - adjunct si Cristian Lazdr
(Colegiul ,,National” Iasi) - observator.

In clasamentul neoficial pe natiuni, Roménia a ocupat locul intai, cu
224 de puncte, cel mai mare scor general pe echipe din istoria competitiei.
Pe podium s-au mai clasat Serbia (174 de puncte) si Turcia (164 de puncte).

Prezentidm, in continuare, problemele date la concurs si solutiile aces-
tora. La fiecare dintre primele doud probleme, toti cei sase elevi ai nogtri au
obtinut punctajul maxim (10 puncte).

Problema 1. Determinati toate perechile (a,b) de numere naturale
nenule astfel incat 11ab < a® — b® < 12ab.

Croatia
Solutie. Intrucdt a® — b® > 11ab > 0, rezultd ci a > b, ceea ce, tinand
cont cd a si b sunt numere naturale, implicd a — b > 1. Ca urmare, avem:

a® = b = (a - b)(a® + ab+ b?) = (a — b) [(a — b)? + 3ab] > (a — b)(1 + 3ab)
> 3ab(a — b).

ocldliiieu wildl udinocdinier


https://v3.camscanner.com/user/download

OLIMPIADA BALCANICA DE MATEMATICA PENTRU JUNIORI, 2022 293

Cum 3ab(a — b) < a® — b® < 12ab, rezulti cd a — b < 4, deci a — b € {1,2,3}.
+ Dacd a — b =1, din 11ab < a® - b* obtinem 8v? + 8b < 1, fals (b > 1).
- Daci a — b = 2, din 11ab < a® — b3 obtinem 5b% + 10b < 8, fals (b > 1).
- Dacii a — b = 3, din 11ab < a® — b? obtinem 2b% + 6b < 27, de unde
rezultd ci b € {1,2}, deci (a,b) € {(4,1);(5,2)}. Inegalitatea a® — b*> < 12ab
se verificd doar pentru (a,b) = (5,2), care este unica solutie a problemei.
Problema 2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic astfel incat AH =
HD, unde H este ortocentrul triunghiului ABC si D € BC este piciorul
indltimii din A. Notdm cu ¢ dreapta care trece prin H si este tangenti la
cercul circumscris triunghiului BHC'. Fie S §i T punctele de intersectie a
dreptei £ cu AB, respectiv cu AC. Notdm mijloacele segmentelor BH si CH
cu M, respectiv cu N. Demonstrati ca dreptele SM si TN sunt paralele.
Grecia
Solutie. Fie P mijlocul laturii [AB] si @ mijlocul laturii [AC]. Deoarece
[PH] este linie mijlocie in triunghiul ABD, iar [QH] este linie mijlocie in
triunghiul ACD, rezulta c& PH || BD si QH || CD, deci punctele P, H, Q
sunt coliniare. In plus, avem PQ 1L AH.

Cum [PM] este linie mijlocie in triunghiul ABH, rezultd c& PM || AH,
deci m(<BPM) = m(XBAH) = 90° — m(<ABC). Dar dreapta SH este
tangentd la cercul circumscris triunghiului BHC, deci <SHB = <HCB =
90° — XABC. Deducem cd <SPM = {SHM, deci patrulaterul SPHM
este inscriptibil. Atunci SMSH = XMPH = 90° (deoarece MP || AH si
PQ 1 AH), deci MS L ST.

Printr-un rationament analog se aratd cd si patrulaterul THNQ este
inscriptibil, deci INTH = INQH = 90°, de unde NT L ST. Tinand cont
cd MS L ST, rezultd cda MS || NT.

Problema 3. Determinati toate cvadruplele de numere naturale nenule
(p,q,a,b), unde p si g sunt numere prime si a > 1, astfel incat

p* =1+ 5¢°,
G'recia

Solutie. Dacd p si g ar fi ambele impare, atunci p® ar fi par, iar 1 + 5¢®
ar fi impar, deci p® # 1 4 5¢°. Ca urmare, p = 2 sau q = 2.

Analizdm cazul p = 2. Din 2% = 1 + 5¢° rezultd ci 5 | 2 — 1, de unde,
studiind ultima cifrd a puterilor lui 2, reiese cé 4 | a. Notand a = 4k, k € N*,
obtinem (4% —1)(4F+1) = 5¢. Cum (4*-1,4F+1) = 1513 < 4¥ -1 < 4k 41,
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rezultd ci fie 4F —1=5gi4*+1 = ¢, fie4* — 1 =¢" §i 4 + 1 =5. Prima
variantd nu convine, iar a doua conduce la solutia (p,q,a,b) = (2,3,4,1).

In continuare, studiem cazul ¢ = 2. Evident, p este impar, deci p 2> 3.
Avem 5-22=p* —1=(p-1)(p* 1 +p*>2+...+p+1).

Daci a este impar, numirul s = p%~1 4 p®2 4 ... 4+ p + 1 este suma
unui numr impar de numere impare, deci este impar. Cum s | 5 2°, rezultd
cd s | 5, de unde obtinem 4 < p+1 < p?~ 1 +p?~2+4...4p+1 < 5 (deoarece
p = 3 sia > 1). Deducem cié singura posibilitate este p = 3 si a = 2, pentru
care ecuatia din enunt devine 5 - 2b = 8, imposibil.

Ca urmare, a este par. Fie a = 2n, n € N*; atunci 5-2° = (p"—1)(p"+1).
Cum (p" — 1,p" + 1) = 2, sunt posibile cazurile:

pr-1=2 p-1=2.5 pr—1 =251
a') {pn+1=5.2b—13 b) {p"+1=2b_1’ c) pP"+1=5.2"

Cazurile a) si b) nu conduc la solutii. In cazul c) obtinem p™ = 9 5i 261 = 8.
Gisim p=3, n =2, a = 4, b = 4, deci avem solutia (p, q,a,b) = (3,2,4,4).

In concluzie, problema admite doud solutii: (2,3,4,1) si (3,2,4,4).

Cu exceptia lui Radu, pe care o mica scépare la verificarea conditiilor
lemei LTE (Lifting the Exzponent) pentru eliminarea cazului ¢ = 2, a impar l-a
costat 2 puncte, elevii nostri au obtinut punctaj maxim la aceasti problema.

Problema 4. Spunem ca un numadr natural nenul par n este simpatic
dacd multimea {1,2,...,n} se poate partitiona in % submultimi de cate dou
elemente, astfel incat suma elementelor din fiecare submultime este o putere
a lui 3. De exemplu, 6 este simpatic, deoarece multimea {1,2,3,4,5,6} se
poate partitiona in submultimile {1,2}, {3,6},{4,5}. Determinati numirul
de numere naturale nenule simpatice mai mici decat 32022,

Grecia
Solutia 1 (Aida Mitroi). Fie z un numdr simpatic si kK € N* astfel incat
3k-1 < z < 3F. Conform ipotezei, multimea {1,2,...,z} se poate partitiona

in submultimi de cite doua elemente, astfel incat suma elementelor din fiecare
submultime este o putere a lui 3. Notdm cu y al doilea element al submultimii
care il contine pe z din aceasta partitie (vom spune, de aici incolo, c& perechea
lui = este y). Evident, y < z, deoarece y € {1,2,...,z}.

Atunci 3¥1 < z < 4y < 2z < 2:3F < 381 deci 3! < x4y < 3K,
Cum z + y este o putere a lui 3, deducem c& z + y = 3*, deci y=3F—-z.

Vom ar#ta c perechea fiecirui numér natural u, cuprins intre 3% — z si
x, este 3% — u, (1).

Intr-adevir, fie v < z un numdr natural astfel incat 3% — u < u, iar
numerele 2,z —1,...,u+1 au perechile 3* —z, 8* — (z —1), ..., 3k — (u+1).
Notdm cu v perechea lui u. Vom demonstra c& v = 3% — .

Pe de o parte, avem u + v S u+ (u—1) 2z -1 2.3F -1 < 3+
Pe de altd parte, din 3¥ — u < u rezults ci 2u > 3¢ si, cum 2u este par, iar
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3k +1

3k este impar, deducem c& 2u > 3% + 1, deci u > > 3k-1, Ca urmare,

gl s ut+v>u+1>3141> 361, Asadar, u + v = 3.

Notdm cu S(A) numdrul de numere simpatice din multimea A.

Din (1) deducem ci, daci z este simpatic, atunci numerele din multimea
{3’c —z,3*—z+1,...,x—1,z)} se grupeazi ,intern” in submultimile de cate
doua elemente din partlt,le, deci numirul 3 —z—1 este de asemenea s:mpatxc,
intrucat riman de grupat doar elementele din mul{imea {1,2,...,3*—z—1}.

<x<#—L

Mai mult, deoarece 3* —z —1 < z < 3%, rezulté ci

3k —1

deci numerele 3¥-1 3k-1 4 1,.. ., nu sunt simpatice sau, altfel spus,

2
k1
p ({3k-1,3k—1 10,5 }) 0, 2)

Observim c# numirul 3 — 1 este simpatic, deoarece putem forma
submultimile {u,3* — u}, pentru orice u € {1,2,...,3% — 1}. Atunci:

k k
S({3’°-1,3k-1+1,...,3’=—1}) @ s({3 ;1,3 ;3,...,3k—2})+1=

k k
=s({3k_3 ;1-1,3’=—3 ;3—1,...,3'=—(3'=—2)—1})+1=

k _ k _
=5({1,2,...,3 5 5,3 3 3})+1 @ S({1,2,...,3"‘1—1})+1, (3).

Din (3) deducem cé, dacd a, este numarul de numere simpatice mai
mici decat 3", atunci @, — an—1 = an—1 + 1, adicd a, = 2a,-; + 1, pentru
orice numar natural n > 2. Evident, a; = 1, deoarece existd un singur numar
simpatic mai mic decat 3, si anume 2. Prin inductie, sau folosind eventual
relafgla an, +1=2(ap-1 + 1), deducem ci a,, = 2" — 1, pentru orice n € N*.
In consecint, existd 22022 — 1 de numere simpatice mai mici decat 32022,

Solutia 2 (Radu Stoleriu). Prin inductie, vom arita cd un numar n este
simpatic dacd si numai daca scrierea sa in baza 3 contine doar cifrele 0 si 2.

Evident, numérul n = 2 = 23, este simpatic, deoarece suma elementelor
multimii {1,2} este o putere a lui 3.

Numiérul n = 4 = 11(3) nu este simpatic, deoarece elementul 4 din
mulfimea {1,2,3,4} ar trebui grupat cu un numér cel putin egal cu 5, absurd.
In plus, din exemplul dat in enun, se gtie cd numdrul 6 = 203) este simpatic.

Fie n 2 6 un numdér par. Presupunem, in continuare, c8 numerele
simpatice mai mici strict deciat n sunt numerele care se scriu in baza 3 doar
cu cifrele 0 si 2 si numai acestea. Analiziém doud cazuri.

a) Dacd n se scrie in baza 3 doar cu cifrele 0 si 2, atunci existd k,r € N
astfel incat n = 2-35+r si0Sr < 3k — 1, iar la randul s&u, r se scrie in baza
3 folosind, de asemenea, doar cifrele 0 i 2. Vom ar#ita cd n este simpatic.
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3k+l - 3k+1 +1
Multimile {3%—r, 2.3%+r}, {8¥—r+1,2.35+r-1}, ..., { }

2 2
au suma elementelor o putere a lui 3. Dacd r = 3¥ — 1, atunci n = 22... 2(3),
iar multimile enumerate anterior formeaza o partitie a multimii {1,2,...,n},

deci n este simpatic. Daci r < 3% — 1, pentru a arita cd n este simpatic,
rdmane si ardtim ci numerele 1,2,... 3*—r—1se pot grupa in submultimi de
doud elemente a cdror suma este o putere a lui 3 sau, altfel spus, c§ 35 —r—1
este simpatic. Folosind ipoteza de inductie, este suficient si demonstrim ci
numirul 3 — r — 1 se scrie in baza 3 doar cu cifrele 0 si 2.

Evident, avem scrierea 3 — 1 =22 . 2(3), unde cifra 2 apare de k ori.
Dacd r = Gxax—1... G100 (3), unde a; € {0,2}, pentru orice i = 0, k, atunci
3k —r —1 = bibr_1...b1bo 3)s €u b; = 2 — a;, de unde reiese ci b; € {0,2}
pentru orice ¢ = 0, k, ceea ce trebuia demonstrat.

b) Daca in scrierea lui n in baza 3 apare cel putin o dati cifra 1, vom
arita ci n nu este simpatic. Fie k € N astfel incat 3* < n < 3%+1.

Daca prima cifra din scrierea lui n in baza 3 este egald ca 1, atunci
3k < n < 2-3F. Vom arita ci n nu este simpatic. Presupunénd, prin absurd,
contrariul, daca al doilea element al submultimii din partitie care il contine
pe 3F este un anumit j € {1,2,...,n}, atunci 3* < 3* +j < 3F +n <
3k + 2.3k = 3k*+1 deci suma 3F + j nu este o putere a lui 3, contradictie.

Daci prima cifrd din scrierea lui n in baza 3 este 2, atunci n > 2 - 3.
Presupunem, din nou prin absurd, ca n este simpatic. Daca perechea unui
element y € {3%,3¥ + 1,...,n} este un anumit z € {1,2,...,n}, atunci
3k <y+2<2n<2 351 < 3542 deci y + 2z = 3F+L,

Ca urmare, partitia contine, in mod necesar, multimile {3¥*1 — n, n},

gkl _ 1 gk+l 4 g
{3k+1—n+1,n—1},...,{ ,
2 2
obligatoriu ca si numerele 1,2,... 3¥*1 — n — 1 si se grupeze in perechi a
ciror sumi este o putere a lui 3 sau, altfel spus, ci 3¥t! —n—1 este simpatic.

Folosind ipoteza de inductie, pentru a ajunge la o contradictie, este
suficient si ardtim c& numirul 3¥t1 — n — 1 se scrie in baza 3 folosind cel
puin o cifrd 1. Deoarece 3¥*1 — 1 = 227,723, unde cifra 2 apare de k + 1
ori, dacd n = 2ax_1 . .- @109 (3), atunci 35+l _p—1 = bg_q...b1bo (3)> unde
b; = 2 — a;, pentru orice i = 0,k — 1. Cum cel putin una dintre cifrele ag, a1,
..., ak—1 este egald cu 1, printre cifrele bp, b1,. .. ,by—1 existd una egald cu 1.

Asadar, un numar nenul este simpatic dacd si numai daci scrierea sa in
baza 3 contine doar cifrele 0 si 2. Numerele simpatice mai mici decat 320%2
se scriu in baza 3 sub forma @531G2020 - - - @1ag , unde cifrele a;, 0 < ¢ < 2021,

pot fi 0 sau 2, dar nu toate nule. Cum fiecare cifrd poate lua doua valori,
numdrul de numere simpatice mai mici decat 32022 este 22022 — 1,

}. Cum n este simpatic, este
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Aceastd problemd s-a dovedit a fi destul de dificild, putini concurenti
reusind scoruri de cel putin 7 puncte. Aida, Victor si Radu au dat solutii
complete, obtinand punctaj maxim (10 puncte), iar Andrei a avut o mica
scapare, fiind depunctat cu un punct. Toti si-au asigurat insd, medaliile de
aur. David a obtinut 5 puncte, pentru un progres semnificativ in problema,
iar Emanuel 2 puncte, pentru ideea formirii perechilor de tipul {z, 3* — z}.
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