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Problema BJ1. Rezolvati in multimea R ecuatia
3x+3 x+1 _4
Vx Vx?—x+1

3apaua BJ1. Pemnte Bo MHOXecTBE R ypaBHeHUE

3x+3 x+1 _4
Vx Vx2—x+1

Solutia 1. Evident, conform DVA (domeniul valorilor admisibile), avem x > 0.

Copiem ecuatia sub forma
3x +3 x+1

4+ —.
Vx Vx2—x+1

Estimam partea stanga a ecuatiei date

3x+3 3(\/_+1)>32 6
= X — = . =0,
Vx Vx

cu egalitate doar pentru x = 1.

Estimam partea dreapta a ecuatiei date (in DVA):

x+1 x+1
b4 ——<6 & —/——<2 © x+1<2-yx?2—x+1

Vxz—x+1 Va2 —x+1
(x+1)2<4-(x2—x+1) © 4x?—4x+4—(x*+2x+1)>0 © 3(x—1)2=>0.
Ultima inegalitate, deci, si prima, sunt adevarate pentru orice x > 0.

Astfel egalitatea data este adevaratd daca si numai daca

3x+3_ 44 x+1
Vx ViZ—x+1

iar aceasta are loc doar pentru x = 1. Deci, S = {1 }.0

Solutia 2. Cum x > 0, iar x2 —x+ 1= (x — 0,5)2 + 0,75 > 0, obinem ci DVA al ecuatiei din
enunt este intervalul (0, +0). Scriem ecuatia din enunt in urmatoarea forma echivalenta pe DVA:

3 4 N 1

Ve x+1 xZ—x+1

Dintr-o inegalitate adevarata obtinem in DVA o alta inegalitate adevarata:

x—1)?20 & x?—-2x+120 © x?—x+1=2x>0 & Jx2—x+1 >+x.

Egalitatea are loc dacd si numai dacd x = 1. Obtinem inegalitatea



Barajele de selectie a echipei Republicii Moldova pentru OBMJ 2022

1 1
— < —. (D)
Vx?2—x+1 Vx
Din MA-MG avem xTH > +/x. Egalitatea are loc daci si numai daci x = 1. Avem inegalitatea
2 - 1 5
x+1 =~ x @
Din inegalitatile (1) si (2) obtinem estimérile
4 1 2 1 2 1 3

+ =24 + f—+—==—.

x4l Veoxtl  x+l Veoxfl Vi Vi VX
Cum inegalitdtile (1) si (2) devin egalitdti doar pentru x = 1, rezultd cd ecuatia din enunt are o
singura solutie x = 1. Deci, S = {1 }.0

Problema BJ2. Fie numarul natural n (n > 2). Pe tabla sunt scrise toate numerele naturale de la 1
pana la n, inclusiv, intr-0 ordine oarecare: aq,a,, ..., a,. Determinati toate numerele naturale n
(n = 2), pentru care produsul

P=(1+a)  2+ay) ...(n+a,)
oricand este un numar par, oricare ar fi aranjarea numerelor scrise pe tabla.

3agaua BJ2. Jlano HarypansHoe yrcio N (n = 2). Ha gocke HamucaHbl BCe HATYpalIbHbBIC YUCIIA OT
1 10 N, BKIIOYUTEIBHO, B HEKOTOPOM MOPSAKE: A4, Ay, ..., Ay. ONpenenuTe Bce HaTypaJbHbIC YncCa
N (n = 2), i KOTOPBIX POU3BEACHUEC

P=(1+a) - 2+ay) ...(n+a,)
BCCraa ABJISICTCA 94ETHBIM YHCJIIOM, Kakou 6I>I HHN 6I>IJ'Ia pacCTaHOBKA HAITMCAHHBIX HAa JOCKE YUCCII.

Solutie. Produsul P este un numar par, daca si numai daca cel putin un factor din acest produs este
un numar par.

Vom arata ca pentru orice numar natural impar n = 2k + 1 (k = 1) produsul P este oricand un
numar par. In acest caz printre numerele 1,2, ...,n existi k + 1 numere impare si k numere pare.
Rezulta ca existd o pereche de numere (i, a;), in care ambele numere sunt impare (in caz contrar am
obtine ca pentru k + 1 numere impare distincte se vor gasi k+ 1 numere pare distincte,
contradictie). Prin urmare, exista cel putin un factor (i + a;) care este numadr par si produsul P, de
asemenea, este un numar par.

Sa aratam ca pentru orice numadr natural par n = 2k k > 1 afirmatia nu mai este adevarata. Exista o
aranjare a tuturor numerelor naturale de la 1 pana la n pe tabla astfel, incat produsul P sa fie un
numadr impar. De exemplu, ludm aranjarea: 2, 1,4, 3, 6,5, ..., 2k, 2k — 1, adica
_{2j+2, daca i = 2j + 1,
L2 -1, dacid i = 2j.

In acest caz, fiecare factor (i + a;) este un numdr impar, si produsul
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P=(1+2)-2+1)-B+4)-4+3) .-k +2k—-1)
de asemenea, este un numar impar.

Raspuns: toate numerele naturale impare n (n > 3).0

Problema BJ3. Cercurile w; si w, se intersecteaza in punctele A si B. Prin punctul B este dusa o
dreapta, care intersecteaza din nou cercurile w, si w, in punctele C si, respectiv, D. Punctul E, situat
pe cercul w,, satisface relatia CE = CB, iar punctul F, situat pe cercul w,, satisface relatia
DB = DF. Dreapta BF intersecteaza din nou cercul w in punctul P, iar dreapta BE intersecteaza din
nou cercul w, in punctul Q. Aratati ca punctele A, P si Q sunt coliniare.

3apaua BJ3. OkpyxHOCTH W, U W, nepecekatroTcs B Toukax A u B. Uepes Touky B mposenena
npsiMasi, KOTopasi epeceKkaeT BHOBb OKPYKHOCTH w1 U w, B Toukax C u D coorBercTBenHo. Touka
E, pacnonokeHHass Ha OKPYXHOCTH @, YyHoBieTrBopser ycinoButo CE = CB, a Touka F,
pacrojoKeHHas: Ha OKPY>KHOCTH w,, yAoBieTBopsieT ycinouo DB = DF. Ilpsamas BF nepecekaer
BHOBb OKPY)KHOCTh w; B Touke P, a mpsimas BE mepecekaer BHOBb OKpYXHOCTh w, B Touke Q.
Jokaxwure, 9To Touku A, P i Q KoitnHeapHEI.

Solutie. Cum triunghiul BFD este isoscel, iar patrulaterul BCEP este inscriptibil, avem relatiile:
m (£BFD) = m (¢DBF) = 180° — m («CBF) = 180° — m («CBP) = m («CEP),
m (.BFD) = m (.CEP) = m («BFQ)+m (£QFD) = m («CEB) + m («BEP).

Deoarece triunghiul BCE este isoscel, iar unghiurile CBE si i |
QBD sunt opuse la varf, obtinem relatiile: A7 [\ N2
m(£CEB) = m(£CBE) = m(£QBD) = y ‘f VA
m(2QFD) = m(«BEP) = m(£BFQ). gs ‘xg  ;; 4D
Atunci, in cercul w; avem m(£BEP) = m(4BAP), iar in C" E : \

cercul w, avem m(£BFQ) = m(4£BAQ). Din m(£BAP) = Q
m(£BAQ) si faptul ca punctele P si Q sunt de aceeasi parte a dreptei AB rezulta ca punctele A, P si
Q sunt coliniare.0

Problema BJ4. Numarul rational % admite reprezentarea

m—1+1+1+ + !
n = 2 3 p—1

unde p (p > 2) este un numar prim. Aratati ca numarul m este divizibil cu p.

m
3agaua BJ4. ParimoHansHOE YnCIIO ~ JIOTYCKACT TIPE/ICTABICHHE

=1l+-+o++—

m 1 1 1
n 2 3 p—1
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rae p (p > 2) siBisieTcst MPOCTHIM YUCIIOM. JlOKaXuTe, 4TO YMCI0 M JIEIUTCS Ha .

Solutie. Mentionam cd numarul prim p este impar. Suma din dreapta are un numar par de termeni,
pe care 1i grupam in perechi:

=1+ +1+ + ! _
n 2 3 p—1
(1+ ! )+(1+ ! )+ + ! + L
p—1)"\2"p=-2 p—1 p+1/
2 )
p 4 p
+ tob——————— =
1-(p-1 2-(p—-2) p—1p+t1l
) 2
pk Dbk
-1 p+1 T (p-1)
1.2.3.___.pT.pT.___.(p_z).(p_l) -1

unde k este un numar natural nenul. Din egalitatea m - (p — 1)! = npk si faptul ca p este un numar
prim, rezulta ca m se divide cu p.o

Problema BJ5. Determinati toate numerele naturale nenule n, pentru care numarul Vn! 4+ 5 este un
numar natural. (Notatie: n! = 12 -3 ...* n pentru orice numar natural nenul n.)

3agaua BJS. Onpenenure Bce HaTypaJlbHBIE HEHYJIEBBIC YHCHa N, I KOTOPBIX umciao vn!+ 5
ABIII€TCS HaTypanbHbIM 4uciaoM. (O6o3Hauenue: n! =1-2-3 - .. n qid mo00ro HaTypajJbHOTO
HEHYJICBOTO 4yKcia N.)

Solutie. Vom arata ca nu exista astfel de numere naturale nenule n.

Numarul vn!+ 5 este un numdr natural, dacd si numai dacd numadrul a = n! + 5 este un patrat
perfect.

Pentru 1 < n < 6 se verifica lesne ca numarul respectiv a nu este un patrat perfect:
n=1a=1'45=145=6, n=2,a=2+5=7, n=3,a=6+5=11,
n=4,a=24+5=29, n=5a=120+5=125, n=6,a=720+5 = 725.

Pentru 7 < n < 9 numarul

a=n'+5=1-2:-3-4:-5-6....n+5=5-(24-6-..-n+1)=5b

este divizibil cu 5.

Numarul a va fi un patrat perfect daca si numai dacd numarul b = 24-6-...-n + 1 este de forma
b = 5m?, unde m este un numar natural.

Vom arata ca pentru 7 <n <9 numarul b nu se divide cu 5 sau nu are forma necesara. Se poate
verifica Tn mod direct. Noi vom folosi congruentele (mod 5):



Barajele de selectie a echipei Republicii Moldova pentru OBMJ 2022
n=7b=24-6-7+1=(-1)"1-24+1=—-1=4 (mod 5);
n=8b=24-6-7-8+1=8065=5-1613,
dar numarul 1613 nu este un patrat perfect (niciun patrat perfect nu are in scrierea sa ultima cifra 3);
n=9b=24-6-7-8-9+1=(-1)-1-2-3-4+1=-23=2(mod5).

Pentru orice n > 10 numarul b =24-6-7-8-9-10 - ...-n + 1 se termina cu cifra 1 si, deci, nu se
divide cu 5.

Prin urmare, nu exista niciun numar natural nenul n, pentru care numarul vn! + 5 este un numar
natural. O

Problema BJ6. Numerele nenegative x,y,z satisfac relatia x + y + z = 3. Aflati cea mai mica
valoare numerica posibila si cea mai mare valoare numerica posibild pentru expresia

E(x,v,2) =\x(y+3) +/y(z+3) +/z(x +3) .

3apaua BJ6. HeorpunarenbHble uucia X,y,Z YAOBIECTBOPSIOT COOTHOIICHHIO X + Y + Z = 3.

Haiigute HauMmeHbIIEE BO3MOKHOE YHCIOBOE 3HAUCHUE U HanOOJIbIIEe BO3MOXKHOE YHCIOBOE
SHAYCHUC IJIA BBIPAKCHUA

E(x,v,2) =\x(y+3) +/y(z+3) +/z(x +3) .

Solutie. Avem

2E(x,v,2) = J4x(y +3) + /4y (z + 3) + /4z(x + 3) <
4x+y+3 4y+z+3 4z+x+3 5S5(x+y+2)+9
+ + = =
2 2 2 2
Rezulta ca E(x,y,z) < 6.Cum E(1,1,1) = 6, avem maxE(x,y,z) = 6.

12.

Din relatiile x > 0,y > 0,z > 0si x + y + z = 3 obtinem
x+2y+z=3+y = x(y+3)=x%+2xy+zx > x?,
x+y+2z=34+z = y(z+3)=xy+y?+2yz>y?
2x+y+z=3+x = z(x+3)=2xz+yz+z%>2%
Atunci
WZLW >y, \/m222> E(x,y,z)=2x+y+2z=3.
Cum E(3,0,0) = 3, avem minE(x,y,z) = 3.

Astfel, cea mai micad valoare numerica posibild a expresiei E(x,y,z) este egald cu 3, iar cea mai
mare valoare numerica posibild a expresiei este egald cu 6. O
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Problema BJ7. O programa functioneaza in modul urmator. Daca la intrare este dat un numar
natural n (n > 2), atunci programa efectueaza consecutiv urmatoarea procedura: ea determina cel
mai mare divizor propriu al numarului n (adica, diferit de 1 si n) si il scade din numarul n, apoi
aplicd din nou aceeasi procedura la rezultatul obtinut si tot asa mai departe. Daca programa nu poate
gasi niciun divizor propriu al numdrului dat la o etapa, atunci ea se opreste si scoate la iesire
numarul total m de proceduri efectuate (acest numar poate fi egal cu 0). La intrare a fost dat numarul
n = 1313, Determinati numarul respectiv m la iesire.

3apaua BJ7. Hekoropas mporpamma paboraer cienyronuMm ooOpa3oMm. Ecim una 6xoode nano
HaTypajibHOe 4HciIo N (n = 2), TO mporpamma IOCJIEA0BATEIbHO OCYIIECTBIISACT CICAYIOILYIO
IpOIeIyPY: OHA ONpeesieT HauOOJbIIHI COOCTBEHHBIN AEIUTEIb YKcaa N (T.e., OTINYHbIA OT 1 u
N) ¥ BBIYUTHIBACT €r0 M3 YHCJA N, 3aTEM 3aHOBO MPUMEHSET TY K€ MPOLEAYPY K MOJTyYCHHOMY
pe3ynbTaTy M Tak jganee. Eciu mporpamma He MOXET HaWTH HU OJHOTO COOCTBEHHOTO IEIUTEIS
JAHHOTO YHUCJIa HA HEKOTOPOM JTare, TO OHA OCTAaHABJIMBACTCS U BBIAAET HaA 8blxode O0IIee YUCIO M
OCYIIECTBIEHHBIX mporeayp (3To umciao MoxeT ObiTh paBHbIM 0). Ha Bxoje ObUIO JaHO YHCIIO
n = 1313, Onpenenute cooTBETCTRYIONIEE YMCIO M HA BHIXOJIE.

Solutie. Fie ny = n = 133, Vom nota prin n; numarul obtinut dupa procedura i.

Cum 13 este un numir prim, atunci cel mai mare divizor propriu al numarului 133 este numarul
1312, Atunci
n, = 1313 — 1312 =13-1312 - 1312 = (13 - 1) - 1312 = 12 - 1312,
Observam ca daca numarul m este un numar par, atunci cel mai mare divizor propriu al lui m este
numarul % . Cum n, este un numir par, rezulti ci cel mai mare divizor propriu al lui n; = 12 - 1312
este numarul 6 - 1312, iar n, = n; — 6- 1312 = 6 - 1312, care, de asemenea, este un numir par. Cel
mai mare divizor propriu al lui n, este numarul 3 - 132, de unde obtinem
ns =n2_3'1312=3'1312.
Cel mai mare divizor propriu al lui n; este numarul 132, de unde obtinem
n, =ng — 1312 =2.1312,
Cum n, este un numir par, rezultd ci cel mai mare divizor propriu al lui este numarul 132, fapt
care implicd egalitatea
ns = n, — 1312 = 1312,
Observam cd prin 5 proceduri din numdarul initial 133 am obtinut numarul 132 . Dupa alte 5
proceduri vom obtine in mod analog 13! si, continuand procesul, dupd 5-12 = 60 de proceduri
vom obtine numdrul 13. Deoarece dupa 60 de proceduri se obtine numarul prim 13, care nu are

divizori proprii, rezultd cd programa se va opri dupa 60 de proceduri. Astfel, numarul la iesire este
m = 60.0
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Problema BJ8. Fie triunghiul ABC si centrul I al cercului inscris in acest triunghi. Punctul M, situat
pe tangenta dusa in punctul B la cercul circumscris triunghiului ABC, satisface relatia AB = MB.
Punctul N, situat pe tangenta dusa in punctul C la acelasi cerc, satisface relatia AC = NC. Punctele
M, A si N sunt situate de aceeasi parte a dreptei BC. Demonstrati ca

m(£BAC) + m («MIN) = 180°.

3apnaua BJS8. 3agan tpeyronsauk ABC u meHTp | OKpYXHOCTH, BIIMCAHHOW B 3TOT TPEYrOJIbHUK.
Touka M, pacniosio’keHHasl Ha KacaTeJIbHOM, IPOBEAEHHON B TOUKE B K ONMCaHHON K TPEYrOJIbHUKY
ABC okpyXHOCTH, yAOBJIETBOpsieT cooTHomeHuto AB = MB. Touka N, pacnosioxeHHas Ha
KacaTeJbHOH, MpoBenéHHON B Touke C K TOH k€ OKPYKHOCTH, yJIOBJICTBOPSICT COTHOIICHHIO AC =

NC. Touku M, A u N nexar 1o oJiHy Ty e cTopoHy oT npsimoii BC. Tlokaxwure, uTo
m(4BAC) + m («MIN) = 180°,

Solutie. Notam m(£BAC) = a, m(£ABC) = 3, m(<£ACB) =y. Cum | este punctul de
intersectie a bisectoarelor interioare ale triunghiului ABC, obtinem relatiile:

a vy
m(2AIC) = 180° — m(2IAC) — m(<zICA) = 180° — 2735 = ‘ TN
a
a+y 180° — B > -
1809 - —— =1800 - ——— = 0,4 = 1 ’ N |
80 > 80 > 90" + > (D) A“’_ |
0 0 a ﬁ 'y".\ ] | C
m(£AIB) = 180° — m(£IAB) — m(£IBA) = 180° — 575 = AR ) "I “
a+ 180° — N
18OO—TB=18OO—TV=9OO+g. B

Cum m(£ABC) = B = m(£ACN), m(£ACB) =y = m(£ABM), iar AC = NC, AB = MB, atunci

obtinem egalitatile:

1 1
m(£2ANC) = m(«CAN) = 90° — 3 m(£2ACN) = 90° — 3 m(£ABC) = 90° — g (2)

14

1 1
m(£AMB) = m(£MAB) = 90° — = m(£ABM) = 90° — = m(£ACB) = 90° — 7

Din relatiile (1) si (2) si din faptul ca punctele M, A si N sunt situate de aceeasi parte a dreptei BC
rezulta egalitatile:
m(2AIC) + m (£ANC) = 180°, m(2AIB) + m(£AMB) = 180°,
adica patrulaterele AICN si AIBM sunt inscriptibile. Atunci obtinem
m(£MIN) = m(£AIM) + m(£AIN) = m(£2ABM) + m(ZACN) =y + =180 —a =
m(£BAC) + m(«MIN) = 180°.0
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Problema BJ9. Cercul inscris in triunghiul ABC cu centrul | atinge latura BC in punctul D. Dreapta
DI intersecteaza latura AC in punctul M. Tangenta dusd din M la cercul inscris, diferita de AC,
intersecteaza latura AB in punctul N. Dreapta NI intersecteaza latura BC in punctul P. Aratati ca
AB = BP.

3apaua BJ9. OkpyxHocTh ¢ 11eHTpoM |, BiucanHas B TpeyroibHUK ABC, kacaercst croponsl BC B
touke D. [Ipsmas DI nepecekaer ctopony AC B Touke M. KacarenbHas, npoBenénnas uepe3 M k
BIIMCAHHOW OKpyxHOCTH, oTimuHas oT AC, mepecekaer cropony AB B Touke N. Ilpsmas NI
nepecekaer cropony BC B Touke P. [Tokaxwure, uto AB = BP.

Solutie. Cercul de centru | este cerc exinscris al triunghiului AMN.

Notim m(£ZBAC) =a, m(£ABC)=p, m(£AMN) = ¢, A
m(£ZANM) = . Atunci @ = m(£BAC) = 180° — ¢ — . Avem A M
relatiile N T N
m(£MIN) = 180° — m(2NMI) — m(MNI) = [ -\
1 1 8\ 5 AN \
0___ . — B *."\\07 :
180 > m(£NMC) > m(MNB) D o —NC
1 1 + 180° — « a
180° — > (180° — ) — 5+ (180° — ) = L4 w =000 -2

Cum unghiurile MIN si PID sunt opuse la varf, m(LPDI) =900, iar BI este bisectoarea unghiului
ABC, obtinem egalitatile

a 1
m(4IPD) = m(4IPB) = E,m(A IBP) = 5 m(£ABC) = g,

a B
m(£IAB) = 5, m(<IBA) =

Rezultd ca triunghiurile ABI si PBI sunt congruente, de unde obtinem AB = BP.0

Problema BJ10. Rezolvati in multimea R ecuatia
3 11
2-[x] {x}=x*—sx——,
] (o = x> =5 x -
unde [x] si {x} reprezinta partea intreaga si, respectiv, partea fractionard a numarului real x.

3angauya BJ10. Pemute Bo MHOKecTBe R ypaBHEeHUe
3 11
2-[x] {x}=x*—zx——,
2] () = %2 = x -
rae [x] u {x} npencTaBisIOT ey YacTh U APOOHYIO YacTh, COOTBETCTBEHHO, JCHCTBHTEIHHOTO
qucia x.

Solutie. Dacid x € R, atunci x =m +t, unde m = [x] € Z, iar t = {x} € [0,1). Egalitatea din
enunt se scrie astfel:
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3 11
— 2 _ . =
2mt = (m+t) > (m+t) 16"
Aceasta egalitate poate fi scrisa in forma
(4m — 3)? + (4t — 3)? = 20.

Cum4m —3 € Z, iar —3 < 4t — 3 < 1, avem (4t — 3)? € [0,9] si (4m — 3)% € [20, 29]. Rezulta
cd au loc egalitatile (4m —3)? =25 si (4t —3)2 =4. Avem 4m — 3 € {-5,5},iar 4n—3 €
{-2,2}.

Daca 4m — 3 = =5, atunci m = —0,5 € Z, contradictie.
Daca4m — 3 = 5,atuncim = 2 € Z.

Daca 4t—3=-2, atunci t=0,25€[0,1). Daca 4t—3 =2, atunci t=125¢][0,1),
contradictie.

Astfel, obtinem o solutie unica cu m = 2, t = 0,25 si x = 2,25. Verificarea arata ca x = 2,25 este
solutie a ecuatiei din enunt. Rezulta ca S = {2,25}.0

Problema BJ11. Determinati toate perechile ordonate de numere intregi pozitive (m, n), astfel incat
2m divide numarul 3n — 2, iar 2n divide numarul 3m — 2.

3agaua BJ11. Omnpenenute Bce ynopsAOYeHHbBIE MAPHI ENbIX MOJT0XKHUTENbbIX uncen (M, n) Takue,
YTO 2M IEJIUT YUCIO0 3n — 2, a 2n JEJIUT YUCIo 3m — 2.

Solutie. Fie m,n € N*. Atunci 3m — 2 € N*, 3n — 2 € N*. Din enunt rezulta ca existd p,q € N*,
astfel incéat simultan sunt juste egalitatile

3m—2=2np, (1) 3n—2=2mq (2).
Inmultim egalititile (1) si (2) parte cu parte si obtinem relatiile
Bm—-2)3n—-2)=4mnpq <& I9mn—-6(m+n)+4=4mnpq <
mn(9 —4pq) = 6(m+n) — 4. 3)
Cumm,n € N, rezulticim+n>2 = 6(m+n)—4=>8. Din egalitatea (3) obtinem ca
9-4pg=21 = 4pg<8 = pq<2.
Cump,q € N, rezulticipqg € {1,2 }.
Dacapq =1, atuncip =1, g = 1 sidin egalitatile (1) si (2) avemm =2, n = 2.

Daca pqg =2, atuncip =2, gq=1sau p =1, q = 2. Din egalitatile (1) si (2) obtinem m = 14,
n=10saum =10, n = 14.

Astfel, exista doar 3 perechi ordonate de numere intregi pozitive (m,n) care verificd enuntul
problemei: (2, 2), (14, 10), (10,14) .o
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Problema BJ12. Fie doud numere intregi distincte p si (. Pe tabld este scris trinomul patrat
x% + px + q. La fiecare pas se sterge un numdr: sau coeficientul de pe langa x, sau termenul liber,
iar in locul numarului sters se scrie un numadr, care se obtine din cel sters prin adaugarea sau
sciderea numairului 1. Dupd cativa astfel de pasi pe tabld a apirut trinomul pitrat x2 + gx + p.
Aratati ca, la o etapa, pe tabld a fost scris un trinom patrat, ale carui ambele radacini sunt numere
intregi.

3agauya BJ12. [lycte maHbl Ba LENbIX pa3inU4HBIX ykcha P u (. Ha mocke HamucaH KBaJpaTHBIN
Tpéxunen x2 + px + q. Ha kax10M waze cTUpaeTcs 0fHO 4UCi0: 1160 KodGPUIUEHT 1IpH X, 1160
CBOOOJHBIA WIEH, a BMECTO YNAIEHHOTO 4YHCIA WHIIETCS YHUCIO, KOTOpPOE MOJydaeTcss U3
yJIaIEHHOrO yucia A00aBIeHUEM WM BbluMTaHMEeM uucia 1. [locie HeCKONbKUX TakuX IIAroB Ha
JIOCKE TIOABMIICS KBaJPATHBIA TpéxuneH x2 + gx + p. IlokaxuTe, 4TO, HA HEKOTOPOM 3Tall€, Ha
JIOCKEe ObUI HalMCaH KBAAPaTHbIM TpEXUsieH, 00a KOPHs KOTOPOIO SBJISIFOTCS LEJIBIMUA YUCIAMHU.

Solutie. Notam sirul de trinoame patrate scrise consecutiv pe tabla prin Py(x), P;(x), ..., B,(x), unde
P(x)=x*+ax+b; (0<i<n),
in particular,
Po(x) =x?>+apx+by=x*+px+gq, P,(x)=x%+a,x+b,=x%+qx+p.
Toate trinoame patrate sunt cu coeficientii intregi (a;, b; € R).

Conform conditiilor, trecerea de la trinomul patrat P;(x) la trinomul patrat P;,;(x) inseamna ca

lai+1 —a;| =1, {Iai+1 —a;| =0,
1
{lbi+1 - bll =0, sau |bi+1 - bll =1. ( )

Consideram sirul finit de numere intregi (¢t;)i=o, t; = P;(—1) =1 —a; + b;.
Din (1) rezulta ca pentru oricei (0 <i <n—1)avem
[tiv1 — Gl = (i1 — b)) — (a1 —adl =1 (2)
Fara a pierde din generalitate putem presupune ca p > q (in mod analog se studiaza cazul p < q).
Deoarece p — g este un numar intreg, rezultdcap —q = 1siq—p < —1.

Vom ardta ci oricand existé j astfel incat t; = P;(—1) = 0. Presupunem contrariul, si anume, ca
pentru orice j avem t; # 0. Cum t, = Py(—1) =1—p+q <0 (mai exact, ¢, <0), iar t, =
P,(—1) =1—q+p = 2, rezulta ca exista i astfel incat t; < 0, si, deci, t; < —1, iar t;;1 > 0, si,
deci, t;y; = 1 (luam, de exemplu, cel mai mare indice i pentru care t; < 0). Dar, in acest caz,
|tix1 — ti| = 2, ceea ce contrazice (2).

Rezultd ca oricand existd j astfel incat t; = P;(—1) = 0. Astfel, polinomul respectiv P;(x) = x? +

a;x + b; are o rddacind x; = —1, iar a doua radacind, conform teoremei lui Viete, de asemenea este
“ bj
un numar intreg x, = — = —b;.
X1

Prin urmare, la o etapa, pe tabla apare cel putin un polinom P;(x) = x* + a;x + b; cu ambele

raddcini numere intregi x; = —1 §i x, = —b;.0
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