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Problema 1.

In planul «, consideram dreptele distincte a, b si ¢, oricare doua nepa-
ralele. Presupunem ca o dreapta d face unghiuri congruente cu dreptele a, b
si c. Demonstrati ca d este perpendiculara pe planul a.

kkk
Solutie.

Daca d||a sau d C «, cum (@) = (of,\b) = (cfc), rezulta ca cel putin
doua dintre dreptele a, b si ¢ sunt paralele, contradictie cu ipoteza.

Fie dNa = {0} si P # O un punct pe dreapta d. Construim paralele prin
O la dreptele a, b si ¢, pe care consideram punctele A, B si C' cu proprietatile
OA= 0B =0C si POA = POB = POC.

Avem: APOA = APOB = APOC (cazul L.U.L.) = PA = PB = PC.

Daca O’ este proiectia lui P pe planul «, avem APO'A = APO'B =
APO'C (cazul C.1.), deci O'A = O'B = O'C.

Cum centrul cercului circumscris AABC' este unic, avem O = O, deci
dla.
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Problema 2
Demonstrati ca oricare af fi numerele reale a, b, ¢ > 0, pentru care a+b+c = 3,
este adevarata inegalitatea:

a? b? c? 9
+ + > = 5 3
Ve  Ve3a  Vadh T a2+ b2 +c

Stefan-Ionel Dumitrescu

Solutie:

Flosind inegalitatea mediilor AM-GM, obtinem:

2
Ve = VI be< ‘;bc

deci

a? 2a?

>
Vb3e — b2+ be

si analoagele.
Asadar, avem:

a? b? c? a? b? c?
> 2 .
\/b3c+\/c3a+\/a3b . <62+bc+02+ca+a2+ab)
Folosind Inegalitatea Bergstrom -Titu Andreescu, gasim:

a? N b? N c? (a+b+c)?
b2+bc 24+ca a?4+ab " a2+ +c24+ab+bc+ca

Tinand cont ca a + b+ c = 3 si ab+ be + ca < a® + b? + ¢? obtinem:

2 b2 2 9 9

a c
> 2 =
Vbic - Vda * Vadh =T 2@+ 02+ ) a4+ b2+

ceea ce trebuia demonstrat.
Avem egalitate daca si numai daca a =b=c = 1.
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Problema 3
Sa se determine numerele reale a si b stiind cad a +b € Z si a® + b? = 2.

Romeo Ilie, Olimpiada Nationala de Matematica 2001

Solutie.

FieteZ,t=a+0.
Deoarece t2 < 2 (a® + b*) =4 rezulta cd |t| <2 & t € {-2,-1,0,1,2}.
(a+b)?—(a>4+0*) t*—2

Din faptul ca ab = , rezulta ca a si b sunt

2

=0,te€{-2,—-1,0,1,2}. Rezolvand cele
cinci ecuatii corespunzatoare valorilor lui ¢ deducem imediat ca:

1 3 1—+3
(CL, b) € {<_17 _1)7 (17 1)7 (17 _1)7 (_17 1)7 ( +2\/_7 2\/_> )
(1—\/3 1+\/§> (—1+\/§ —1—\/§> (—1—\/5 —1+\/§>}

solutiile ecuatiei 22 — tz +

2 2 2 2 2 ’ 2
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Problema 4
Fie n > 2 un numar natural. Determinati valoarea minima a expresiei

E@@)=lz—-1+|z—-2|+..+ |z —n|,
cand x parcurge multimea numerelor reale.

Aurel Barsan

Solutie:
Observam mai intai ca, daca a < b,
lt —a|+|x=bl=la—z|+|z—-0>|(a—z)+ (z—0D)|=|a—b=b—a,
cu egalitate daca gi numai daca = € [a, b|.

Cazul 1. n = 2k, k € N*.
Folosind obsevatia anterioara, obtinem

E(@) = (|o—1|+|z—2k|)+..ct-(Jo—k|+|z—(k+1)]) > (2k—1)+(2k—3)+..+1 = k2, ¥z € R.

Cum E(z) = k?, pentru z € [k, k + 1], rezultd min E(x) = k*.

zeR

Cazul 2. n=2k+1, ke N~
Analog,

E@)=(Je=1+|lz—=2k+1D)|)+...4+ (|lz—k|+ |z — (k+2)|)+|z— (k+1)| >

>0k 4 (2 —2)+ 2k —4)+ .. +2+0=k(k+1),Yz €R.
Cum E(k+1) = k(k+ 1), rezulta miﬂg E(z) =k(k+1).
e
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