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Problema 1.

Daca P este un punct pe cercul circumscris triunghiului ABC si H este
ortocentrul acestuia, aratati ca mijlocul segmentului H P se afla pe cercul lui
Euler al triunghiului.

KKk

Solutie:

Daca O este centrul cercului circumscris si Og este centrul cercului lui
Euler, s-a demonstrat in materialul de pregatire ca Og este milocul segmen-
tului OH. De asemenea, daca D este mijlocul segmentului AH, atunci OgD

este linie mijlocie in triunghiul OAH, deci OgD = TR prin urmare raza

- R - .
cercului lui Euler este X unde R este raza cercului circumscris.

Daca M este mijlocul segmentului H P, atunci OgM este linie mijlocie in

OP R
triunghiul OPH, deci OgM = — = X prin urmare M se afla pe cercul lui

2
Euler.
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Problema 2.
Determinati numerele intregi a, b, ¢ pentru care

a>+b+3<5a, b*’+c+3<5b, +a+3< b
Dan Nedeianu, Gazeta Matematica
Solutie:
Daca z, y sunt numere intregi si < y, atumci z+1 < y. Folosind aceasta
observatie, rezulta
a?+b+4<5a, ®+c+4<5b, 2+a+4<5e
Adunand ultimele trei relatii si grupand convenabil termenii obtinem
(@a=22+ (-2 +(c-2)?*<0,

de unde rezulta a = b =c = 2.
Aceste valori verifica relatiile initiale, deci (a, b, c) = (2,2,2).
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Problema 3.
Determinati numerele naturale nenule x, y si numarul prim p care verifica

egaliatea:
Z021 2021
Aurel Barsan
Solutie: R
Fie d = (z,y), © = da, y = db, cu (a,b) = 1. Inlocuind in relatia data
obtinem
A2 4 2021y — 2pa
adica

d2019(a2021 + b2021) _ pab (*)

Rezultd ald*'b***'. Dar cum (a,b) = 1, rezulta a|d*". Analog b|d*"".
Cum (a,b) = 1, rezulta ab|d**®. Deci d*°* = abk. Inlocuind in (%), obtinem

abk(CLQOQl + 62021) _ pab PN k(a2021 + b2021) =p.

Rezultd k =1 si p = a®®! + b2 = (a + 0)(a®"?° — a®"19 + ... + ?9%).
Presupunand ca a # b, de exemplu a > b, obtinem

(12020 o a2019b+ Lt 62020 — a2019(a o b) + a2017b2(a o b) et b2020 >1

si, cum a + b > 1, obtinem contradictie cu faptul ca p este prim.
Decia=b=1siatuncip=2siz =y = 1.
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Problema 4.

Zece elevi primesc fiecare cate un cartonas pe care este scrisa una dintre
cifrele de la 0 la 9. Oricare doi elevi au cartonase scrise cu cifre diferite.
Determinati cel mai mare numar natural n pentru care cei zece elevi se pot
aseza la o masa rotunda astfel incat, pentru orice elev, suma numerelor de
pe cartonasul lui si cartonasele vecinilor sai sa fie cel putin n.

Cristian Mangra, Olimpiada Nationala de Matematica 2008

Solutie.
Un singur elev primeste cartonasul cu cifra 9. Suma cifrelor de pe cartonasele
celorlalti noua este 0+ 1+ ...+ 8 = 36. Pe de alta parte, suma cifrelor de pe
cartonasele celorlalti noua este cel putin n +n +n = 3n, deci 36 > 3n, adica
n <12.
Deoarece pentru n = 12 se gasesc configuratii valide, de exemplu 0,9, 3,7,2,5,6, 1,8, 4,
rezulta ca n = 12 este numarul cautat.
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