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Problema 1. Aritati ca dacd a,b,¢,d, e € (0, 00), atunci
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b+2c+3d+4e c+2d+3e+4a  d+2e+ 3a+4b
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e+2a+3b+4c+a+26+3c+4d_ 2

Solutie:
Avem, folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz,
a a? CBS

lb+20+3d+4e: —~ ab + 2ac + 3ad + 4ae

CLCi

[e17e]
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5(ab + ac + ad + ae + bc + bd + be + c¢d + ce + de)
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ultima inegalitate fiind echivalenta cu

2(a® + b* + 2+ d* + €*) +4(ab+ ac + ad + ae + be + bd + be + cd + ce + de) >
5(ab + ac + ad + ae + bc + bd + be + c¢d + ce + de),

deci cu

4(a®> + b+ +d* + ) — 2(ab + ac + ad + ae + be + bd + be + cd + ce + de) > 0,

care se mai scrie (a —b)?+ (a —c)* 4+ (a—d)* + (a—e)* + (b—c)* + (b —d)*+
(b—e)?+ (c—d)?*+ (c—e)*+ (d—e)* > 0 si care este evidenta.
Egalitate avem daca gi numai dacaa =b=c=d =e.

Problema 2. Daca a, b, ¢, d, e sunt numere naturale cu proprietatea ca
a+b+c+d+e=abcde,

care este cea mai mare valoare posibila a lui max{a,b,c,d, e} ?

Solutia 1:

Relatia fiind simetrica, putem presupune a < b < ¢ < d < e, caz In care cautam
cea mai mare valoare posibila a lui e. Avem e < a+ b+ c+d+ e < be (cu exceptia
cazului a = b =c=d = e =0), adicd e < abede < Se. Rezulta cd 1 < abed < 5.
Obtinem cazurile

(a,b,c,d) € {(1,1,1,1), (1,1,1,2), (1,1,1,3), (1,1,1,4), (1,1,2,2), (1,1,1,5)}.
Revenind la conditia abede = a + b+ ¢+ d + e, obtinem e € {5, 3, 2},

Asadar, valoarea maxima a lui e este 3 (se obtine atunci cand numerele sunt 1, 1,
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1,2 i 5).

Solutia 2:

Daca unul din numere este 0, toate sunt 0. S& vedem ce se intampla daca numerele
sunt nenule.

Relatia fiind simetrica, putem presupune a < b < ¢ < d < e. S& observam ci:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3+4+d+e

— < -4 - 4 - -yt
bcde+ acde * abde * abce+abcd - de+de + de + de * e + d de ’
deci de < d+ e+ 3, adica (d — 1)(e — 1) < 4. Dacd d = 1 atunci trebuie ca
a=b=c=1(caci0<a<b<c<d=1), apoi, din abcde =a+b+c+d+e

1

rezulta o contradictie. Deducem ca d —1>1,decie—1 < -1 <4, adica e < 5.

Cum, pe de alta parte, numerele a = b =c =1, d = 2, e = 5 satisfac enuntul,
valoarea 5 chiar se poate atinge, deci este maximul cautat.

Remarca:
Solutia a doua poate fi adaptata usor pentru a demonstra urméatoarea generalizare
a problemei de mai sus:

Daca n € N, n > 2, si numerele naturale z, s, ..., x, sunt numere naturale cu
proprietatea ca suma lor este egala cu produsul lor, atunci cea mai mare valoare
posibila a lui max{z,xs,...,x,} este n gi se atinge atunci cand unul din numere
este egal cu n, altul cu 2, iar celelalte cu 1.
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Problema 3. Prisma dreaptd Ay Ay... A, A1A,... A, n € N, n > 3, are ca bazi
un poligon convex. Stiind ca A1 Ay L A AL, A AL L AsA), ..., A,1AL L A A,
A AL L A AL, demonstrati ca:

a)n=3;

b) prisma este regulata.

Mircea Fianu, Olimpiada Nationala de Matematica, 2002

Solutia oficiala:
a) Fie A% simetricul lui A; fatd de As. Atunci Ay A4 A} A) este paralelogram, deci



ALAY || AgAL, de unde deducem ca m(<tA; AL AY) = 90°.

Deoarece A, este proiectia lui A5 pe planul (A; A2 AY%)
si m(<A1ALAY) = 90°, masura unghiului <A; Ay A%
este mai mare de 90°, deci m(<A;A2A43) < 90°.
Analog se aratd cd toate unghiurile poligonului
A1 A, ... A, sunt ascutite. Cum un poligon convex cu
mai mult de trei laturi are cel putin un unghi cu ma-
sura > 90° (suma méasurilor unghiurilor interioare ale
unui poligon convex cu n laturi este 180°(n —2)), de-
ducem ca n = 3.

b) ,Mutam” unghiurile drepte in A} construind in planul (ABC) punctele: A} -
simetricul lui Ag fatd de Ay si A) astfel incat [A;Alj] sa fie paralel si congruent cu
[A;As].

Atunci Ay Ay AS Al este triedru tridreptunghic cu varful in A), deci Az, proiectia lui
Al, pe planul (A; A4 AY), este ortocentrul triunghiului A; AJA%. In plus, AJA, este
si mediand in triunghiul A; AA] (A1 A A A3 este paralelogram), de unde rezulta
imediat ca As Ay = A A = Ay A%, deci triunghiul A; Ay A3 este echilateral.
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Problema 4. Un cub 6 x 6 x 6 este construit din cubulete 1 x 1 x 1. Unele cubulete
sunt complet rosii, celelalte sunt complet albastre. Se stie ca orice parte 2 x 2 x 2
a cubului este construitd din 3 cubulete rosii si 5 cubulete albastre. Demonstrati
ca gi cubul mare are tot 3 varfuri rosii si 5 varfuri albastre.

Concursul KoMalL,, Ungaria, problema B. 4253.

Solutie: (adaptare dupa solutia din KéMal.)
Sa agezam cubul pe una din fetele sale. Vom spune ca un cubulet se afla la ,etajul
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E’ (k€ {1,2,...,6}) daca sub el se afld k£ — 1 cubulete. Ne uitdm acum la cele
24 de cubulete care constituie fiecare prisma care are baza un patrat 2 x 2. Pe
de o parte, fiecare asemenea prisma se descompune in cate trei cuburi 2 x 2 x 2
disjuncte, deci contine exact 9 cubulete rosii si 15 albastre. Pe de alta parte, in
aceasta prisma se afla 5 cuburi 2 x 2 x 2. Uitandu-ne pe rand la aceste 5 cuburi
deducem ca:

daca la etajul 1 al unei asemenea prisme se afla k£ cubulete rosii, la etajul 2 sunt
3 — k rosii, la etajul 3 iarasi £ rosii, la etajul 4 sunt 3 — k cubulete rosii, la etajul
5 sunt k, iar la etajul 6 sunt 3 — k.

Sa desprindem acum din cubul mare cele 36 de cubulete care contribuie la fata
de jos a cubului (tot etajul 1) gi sd mutdm aceastd prisma 6 x 6 x 1, in aceeasi
pozitie, deasupra restului cubului. (Mutam ,etajul 17 al cubului deasupra ,etajului
6”.) Ne uitam la aceleasi prisme 2 x 2 X 6. In ansamblul lor, cubuletele ce alcatuiesc
fiecare asemenea prisma nu s-au modificat, prin urmare avem in continuare cate 9
cubulete rogii si 15 albastre in fiecare asemenea prisma. Ne uitiam acum la cele 5
cuburi 2 x 2 x 2 care se afla in fiecare asemenea prisma. Pentru fiecare dintre ele
a ramas adevarat cd daca la un etaj al ei sunt k cubulete rosii, atunci la celdlalt
sunt 3 — k, deci fiecare cub 2 x 2 x 2 contine exact 3 cubulete rosii.

Astfel, cubul mare isi pastreaza proprietatea ca orice cub 2 X 2 X 2 contine exact
3 cubulete rosii si 5 albastre si dupa ce mutiam cubuletele de pe una din fete, in
aceeasi pozitie, deasupra fetei opuse.

Repetam aceastd manevra si cu alte doua fete, avand orientari diferite: mutam
cubuletele din planul din fata in spatele planului din spate si cubuletele din planul
din dreapta in stanga planului din stanga.

Acum cubuletele aflate initial in colturile cubului au ajuns sa formeze un cub
2x2x 2 situat in coltul din stanga-sus-spate al cubului. Am vazut ca orice asemenea
cub contine exact 3 cubulete rosii si 5 albastre, deci exact 3 dintre varfurile cubului
initial erau rosii, celelalte albastre.



