RMT 1/2012

OBJ.1. Numirul N se obtine scriind unul dupa altul, fara virgula intre ele, numerele 1, 2, 22,
23, ..., 22012; N = 1248163264128... . Aratati ca 22012 | N.

Andrei Eckstein
Solutie (data de eleva Camelia Oprea): Avem N = 20.10% +21.10% .., 422011 . Q92011 4 92012
unde ay, reprezintd numirul total de cifre necesar scrierii numerelor 2¢+1, 2542 92012 4y haza
10. Deoarece fiecare din aceste numere se scrie cu cel putin o cifrd, avem ay > 2012 — k. Rezulta

atunci ci fiecare din termenii 2% - 10%* ai sumei de mai sus este divizibil cu 22°12 deci si N, suma
acestora, este divizibil cu 22012,

1 1 1 1 1
OBJ.2. Rezolvati in N ecuatia < + > <p 4+ —-——=—- ) = 1, unde p este un numar prim.
r oy p x Yy

Ovidiu Buicd
. . (1 1 1 1 1 11
Solutie: Ecuatia se scrie { —+ - —p | —-+—-——-])=0.Dacdi —+—-—p=0,cumz > 1, y > 1,
Ty r -y p r oy

rezultd p < 2. Pentru p = 2 se obtine x = y = 1, iar pentru p > 2 nu avem solutii. Daca
1 1

1
r Yy p
variantele: t —p=1, y—p=p%, 2 —p=p, y—p=psiz—p=p?, y—p = 1. Obtinem solutiile:

(z,y) € {(p+1, p+p), (2p,2p), (P*+p, p+1)}. In concluzie, pentru p = 2 avem solutiile (z,y) €
{(1,1), (3,6), (4,4), (6,3)}, iar pentrup > 2, (z,y) € {(p+1, p>+p), (2, 2p), (P*+p, p+1)}.

= 0, atunci zy = p(z + y) adica (z — p)(y — p) = p*>. Cum = > p, y > p, obtinem

OBJ.3. Numerele 1, 142, 1+2+3, 1+2+3+4, ... se numesc numere triunghiulare. Dati exemplu de
trei triplete de numere triunghiulare m, n, p astfel incat m+mn—p = 1002+ 1004+ 1006+ ...+ 1998.

(in legatura cu problema V.221. din RMT nr. 2/2007) Augustin Devian

Solutie: Ne propunem sa construim numerele triunghiulare:

m=1+2+3+ ...+ 500+ 501 + 502 + 503 + ... + 999

n=14+24+3+ ..+ 500+ 501 + 502 + 503 + ... + 999 + 1000 + (1000 + 1) + ... + (1000 + a)
p=2(1+2+43+...4500) + 1000 + 1001 + ... + (1000 + a).

Problema care se pune este daci existd un numéar natural a astfel incat numirul p si fie triun-
ghiular. Daca exista un asemenea numar, atunci m +n — p = 1002 + 1004 + ... + 1998. Cautdm
un numér triunghiular egal cu 2(1 + 2 + 3 + ... + 500) + 1000 + 1001 + ... + (1000 + a) =

1 1 . 1
250500 + (1000 + (1000 + a)) - (a + ), adica vrem si gasim un numér natural b astfel incat

2

b(b; 1) — 250500 + (1000 + (1000;— a))-(a+1)
b2 + b= a? + 2001a + 503000, 4b? + 4b = 4a® + 4 - 2001a + 2012000; (2b+ 1) = (2a + 2001)% —
1992000 < (2a + 2001)% — (2b + 1)? = 1992000 sau (2a + 2b + 2002)(2a — 2b + 2000) = 1992000
adica (@ — b+ 1000)(a + b+ 1001) = 498000 = 2* - 3 - 53 - 83.
Observam ca a + b+ 1001 > a — b+ 1000 si ca cei doi factori au paritati diferite.
1) Pentru alegerea urmitoare:

a—b+1000 = 3-83 =249
{ a+b+1001 = 2* - 53 = 2000
m=1+2+3+..+999 =499500, n =1+2+3+...+999 + 1000 + ... + 1124 = 532250 si
p =500 - 501 + (1000 + 1124) - 125 : 2 = 383250 este o solutie.

. Obtinem pe rand:

obtinem: a = 124 gi b = 875, de unde:



a—b+1000 = 5% =125

a+b+1001 =2%-3-83 = 3984

2110485, p = 1861485.
a—b+1000=2%-5=280

3) Pentru { a+bjrr 1001 = 3 - 52 - 83 = 6225

2316628, p = 4720128.

Evident, mai sunt si alte solutii, fie tot cu m =1+ ... + 999 (asa cum le-am cautat noi), fie cu

alte valori ale lui m.

2) Pentru { obtinem: a = 1054 si b = 1929; m = 499500, n =

obtinem: a = 2152 5i b = 3072; m = 499500, n =

OBJ.4. Rezolvati in Z? ecuatia 3x2 + 4% = 522.

Gheorghe Stoica
Solutie: Vom arata ci ecuatia are numai solutia (0,0,0). Presupunem ca ecuatia ar avea si alte
solutii. Observam ca daca (g, Yo, 20) € Z> este o solutie a ecuatiei, atunci si (|zol, |vol, |20|) € N?
este solutie. Alegem (a,b,c) € N3 o solutie pentru care a? + b + ¢ > 0 este minim. Atunci
3a% + 4% = 5¢%, sau b? + ¢ = 3(2¢2 — b2 — a?). Din 3 | b? + 2 rezultd 3 | b, 3| ¢, apoi,

b
din 3a? + 4b%® = 5¢2, rezulta 3 | a. Obtinem ca si ( ¢

g, 3 3)6 N? e solutie a ecuatiei. Dar

2 2 2
b 2 b2 2
<§> +<3> +<§> = % trebuie sa fie > a? +b? + ¢? (din alegerea (a, b, c) € N3), ceea

ce nu se poate. Rezultd ca (0,0,0) este unica solutie.

OBJ.5. Aflati n € N* gi numerele prime a, b, ¢, d dacd a®” + > + " = d?" + 3.

Cosmin Manea si Dragos Petricd
Solutie: Cu d = 2 nu avem solutie. fntr—adevér, a>22b>2 ¢c>22=a"+" +&" >
22" 422" +922" =3.22" > 22" 13 (pentru ca 2-2%" >2.22 =8 > 3). Rezultd cd d > 3, d impar.
Atunci d?" + 3 este par, prin urmare printre numerele a?”, %" §i ca ¢®* avem un numar par
(sau toate 3 sunt pare). Daca a, b, ¢ sunt pare, fiind prime, rezultd a = b = ¢ = 2 ecuatia devine

2 3y’ 3\" 81
3(2%" —1) = d*" de unde 3 | d*", deci d = 3. Daca n > 2 =) =2 (3)]==>3
( ) e unde 3 | d*, deci acd n avem oo 5 5 T
3(22" - 1)
22"
a=0b=c=2,d=3, n=1 este o solutie a problemei. Daca printre numerele a, b, ¢ exact
unul este par, de exemplu a, atunci a®” +b>" + 2" = My + (My+1) + (My +1) = My +2 in
timp ce d*" +3 = (My + 1) + 3 = M,. Prin urmare in acest caz nu avem solutie. Ramane ca
(a,b,c,d,n) =(2,2,2,3,1) este singura solutie.

in vreme ce < 3. Pentru n = 1 obtinem 3(22 — 1) = 32, relatie adevarata deci

OBJ.6. Se considerd un numir natural a si multimea A={neN|vn? + aneN}.
a) Aratati cd A este finitd dacad si numai daca a # 0.
b) Pentru a # 0 determinati maximul multimii A.

Nicolae Bourbdcut
Solutie: a) Dacd a = 0 evident A = N, deci A este infinitd. Dacd a # 0 atunci dacd a = 2k + 1
atunci (n + k)2 < n? + (2k + 1)n < (n + k + 1)? are loc pentru n > k2. Deci numarul n? + an
nu mai poate fi patrat perfect, adica A C {0,1,...,k%}. Prin urmare A este finita. Daca a = 2k

(k—1)?
2

atunci (n 4+ k — 1)2 < n? 4+ 2kn < (n + k)? are loc pentru orice n > , deci de asemenea

kE—1)2
n? 4+ an nu poate fi patrat perfect. Rezultd cd A C {0, 1., [%] }, deci A este finita.

b) Din calculele anterioare deducem ca pentru cazul a = 2k + 1 maximul lui A se obtine cand



—1)2
(n+ k)? = n? + (2k + 1)n, adicd n = k?, adica n = (a 1 ) . Cazul a par trebuie analizat mai

detaliat. Daca a = 4p + 2 avem (n + 2p)? < n? + (4p +2)n < (n+ 2p + 1)? pentru orice n > 2p?,

(a—2)?

are loc inegalitatea (n + 2p — 2)? < n? + 4pn < (n + 2p)? pentru orice n > (p — 1)2. Egalitatea

de unde egalitatea (n+2p)? = n?+ (4p+2)n conduce la n = 2p?, deci n = .Daca a = 4p

(n+ 2p — 1)%2 = n? + 4pn nu este posibila deoarece conduce la 2n = (2p — 1) In aceste conditii
maximul multimii A il gasim din egalitatea (n + 2p — 2)? = n? + 4pn, deci n = (p — 1)?, adica
(a—4)

16

OBJ.7. Fie €(O, R) cercul circumscris triunghiului ABC, iar €'(1,,7,) cercul exinscris asociat
laturii [BC]. Dacd D, E sunt respectiv punctele de contact ale cercului € (I,,7,) cu semidreptele
(AB, (AC, iar {M} = DENBI,, {N} = DENCI,, {J} = BNNCM, ce conditie trebuie si

indeplineasca triunghiul ABC pentru ca J € €(O, R) ? Gheorghe Sz6lldsy

Solutie: Intrucat AD = AE, Al, este mediatoarea segmentului [DE], deci

1 180° — B
m(<ADE) = m(<AED) = 90° — - -m(<tA). Din ABL,C, m(<BI,C) = 180°— w _
180° — B 1

80 2m(<IC’) _ m( )—;—m(<{C’) =90° — §m(<IA).

Atunci patrulaterele BDI, N si CEI, M sunt inscriptibile. Cum m(<BDI,) = m(<CFEI,) = 90°
rezultda m(<BNI,) = m(<«CMI,) = 90°, deci J este ortocentrul ABCI,. Un calcul simplu arati

cd m(<«BJC) =90°+ % -m(<tA), deci J € C(O, R) daci si numai daca m(<BAC)+m(<BJC) =
1
180° adica m(<A) + 90° + 3 m(<A) = 180°, de unde m(<A) = 60°.

OBJ.8. Fie ABC un triunghi isoscel cu varful in A, m(<A4) # 90°, C’ un punct arbitrar al
laturii [AB], iar B’ acel punct al prelungirii laturii [AC], dincolo de varful C, pentru care avem
BC’" = CB’. Notam cu H ortocentrul triunghiului ABC' si cu H’ ortocentrul triunghiului AB'C".
Ar#tati ca HH' || BC.

Mihai Miculita
Solutie: Vom trata numai cazul m(<A) < 90°, cazul m(<A) > 90° fiind foarte similar. Notam
cu H,, = € {a,b,c} picioarele inaltimilor triunghiului ABC si cu H.,, = € {a,b,c} picioarele
inaltimilor triunghiului AB'C’, iar cu {B"} = CH N C'H', {C"} = BH N B'H'. Intrucat
BH,, C'H. | AC = BH, || C'H, i B'H], CH. . AB = B'H; || CH,, rezulta ca HB"H'C"
- paralelogram (1). Segmentele [H, H/] si [H; H.| sunt ins& inaltimi in paralelogramul HB"H'C"
si tinand seama de faptul cd BC' = CB’, avem H,H, = BC'-cos A = CB’ -cos A = H.H] (2).
Asa cé, pe baza relatiilor (1) si (2), putem spune ca paralelogramul HB"” H'C" este un romb.
Atunci <H'HB" = <H'HC", deci 2 - m(<H'HB") = 2 - m(<«B"HC") (3). Pe de alta parte,
unghiul <B”HC" fiind un unghi exterior al triunghiului isoscel HBC, avem: m(<B"HC") =
m(<HBC) + m(<HCB) = 2 - m(<HBC) (4). In fine, din relatiile (3) si (4), urmeazi ca
<H'HC" = <HBC (alterne interne) = HH' || BC.

OBJ.9. Se da rombul ABCD de centru O. Notdm cu M mijlocul segmentului [OB] si cu N
mijlocul laturii [C'D]. Demonstrati ca dacd m(<AMN) = 90° atunci ABCD este patrat.

(in legitura cu problema 0.VIL255. din RMT ur. 2/2010) Titu Zvonaru
Solutie: Notam o« = OA = OC,  =0B = 0D, a = AB. Cu formula care di lungimea medianei
AB?+A0? OB® 222 +2° -8 5 AC?+ AD?

2 4 4 ’ B 2 a

intr-un triunghi, avem: AM? =



DC? 402 + a2 2 842442 . 3
. a 2—|—a — az = QTH. In triunghiul DMC avem DM = 76, CM = AM si cum
2a% + 202 — 32 n 932
MC? + MD?> DC? a4 2
MN este mediani, obtinem: MN? = * - = 4 4 4 _
a2 +462 2 4 2 4

R Cu teorema lui Pitagora, conditia m(<AM N) = 90° se scrie succesiv: AM?+MN? =

AN? & 2a% + 202 — B2 + a® + 4% = 8a? + a® & a® = 5a? — 332 si cum a® = a? + 32 (caci
ABCD e romb si are diagonalele perpendiculare) rezulta o? + 32 = 502 — 332 ceea ce revine la
a? = 32, adica ABCD este pitrat.

RMT 3/2012

OBJ.10. Determinati toate perechile (m,n) de numere naturale nenule pentru care dreptunghiul

m X n poate fi pavat folosind un numar egal de patrate 2 x 2 gi 1 x 1. . )
Andrei Eckstein

Solutie: Fie k numarul de dale 1 x 1 (si 2 x 2) folosite la pavare. Din motive de arie, trebuie ca
mn = k + 4k adica 5 | mn. Sa presupunem ca 5 | m.

Vom arata cd putem pava dreptunghiuri 5k x 2¢, k,¢ € N* gi 5k x (20+1), Vk, L € N, £ > 3, k > 2.
Pentru dreptunghiuri 5k x 2¢ e suficient sa observiam ca putem pava un dreptunghi 5 x 2 cu doua
dale 2 x 2 gi doud dale 1 x 1, apoi sd pavam orice dreptunghi 5k x 2¢ cu astfel de dreptunghiuri.
Dreptunghiurile 5k x (2¢ + 1) cu k = 2k’ le putem pava astfel: putem pava 10k’ x 5 cu drep-
tunghiuri 2 x 5 gi 10k’ x 2¢ cu dreptunghiuri 5 x 2. Prin aldturare putem pava 10k’ x (2¢ + 5).
Pentru dreptunghiurile 5k x (2¢ 4+ 1) cu k = 2k’ + 1 : putem pava dreptunghiul 15 x 7 cu 21
de dale 2 x 2 dispuse pe 3 linii (astfel incat si acopere un dreptunghi 14 x 6), celelalte 21 de
patratele urméand a fi acoperite cu dale 1 x 1. Dispunem agadar de dreptunghiul pavat 15 x 7,
de dreptunghiul 15 x 2¢, deci de dreptunghiul 15 x (2¢ 4 7). Cum avem si 10k’ x (2¢ + 7), avem
(10K" +15) x (2¢+ 7).

Raman de studiat cazurile: 5k x 1 (evident nu se poate pava pentru ca nu putem pune nicio dala
2 x 2), bk x 3 i bk x 5.

k k
Pentru 5k x 3 : putem plasa cel mult 5 [2} dale 2x 2. Ar trebui 3k dale 2x 2, dar 5 {2] < gk < 3k.

Pentru 5k x 5 : pentru k - par am vazut cd putem pava (5 x 10%’).

Pentru k = 2k’ + 1, coloram patratele dreptunghiului cu patru culori astfel: coloanele impare,
alternativ cu alb gi negru (incepand mereu cu alb), coloanele pare alternativ cu rosu si verde,
(incepand mereu cu rogu).

Vom avea (5k’ +3) - 3 patrate albe, (5k' 4 2) - 3 patrate negre, (5k' +3) -2 patrate rosii, (55" +2)-2
patrate verzi. Fiecare dala 2 x 2 acopera exact un patrat din fiecare culoare. Deoarece avem doar
10k’ + 4 pétrate verzi, vom putea pune cel mult 105" + 4 dale 2 x 2. Dar noi am avea nevoie de

% = 10k’ + 5 dale 2 x 2, agadar dreptunghiurile (10k” + 5) x 5 nu se pot pava.

OBJ.11. Fie A=1+11+111+...+ 111...11 . Efectuand adunarile, ardtati ca cifra a din mijloc
—
18n+9 cifre

a rezultatului nu depinde de n. Gheorghe Sz6llésy

10—-1 102-1

Solutie: E ugor de vazut ca pentru n = 0 cifra din mijloc este 5. Avem A =

1 111...110 — 18 I
...—&—f:§(10+102+...+1018"+9—18n—9): 09_ n_9=3—2n—1,unde

B este un numadr cu 18n + 9 cifre de forma 123456790123456790...123456790 (2n + 1 grupuri de

1018n+9 -1




123456790). Cifra din mijloc a lui B este cifra din mijloc a grupului 123456790 din mijloc (al n+1-
lea) adica 5. Deoarece 109" > 2n+1, cifra din mijloc a lui A va coincide cu cifra din mijloc a lui B.

OBJ.12. Demonstrati ca pentru orice x,y, z > 0 are loc inegalitatea 22 + 3% + 22 + 2yz +4 >

2 +yz+ .
(zy +yz + 22) George Mihai

Solutie: Putem aplica metoda prezentatd in articolul ,O metoda de a demonstra inegalitati" de
Marian Tetiva i Mircea Lascu din numarul 2/2012 (vezi in special inegalitatea 7, a lui Darij Grin-
berg, dintre exercitiile lasate temi acolo). Observiam ci avem egalitate pentru © = y = z = 2.
Cel putin doud dintre numerele z,y, z sunt > 2 sau < 2 (din principiul cutiei!). Fie acestea z i
y. Atunci (z — 2)(y — 2) > 0, deci z(z — 2)(y — 2) > 0 adica xyz + 4z > 22z + 2yz.

De asemenea, x2 + % > 2zy si 22 + 4 > 4z. Adunand ultimele trei inegalitati o obtinem pe cea
din enunt, cu egalitate daca x =y = 2z = 2.

0OBJ.13. Daci z,y, z € (0,00), arditati ca
x? 2 22 z 2T x
+ 2L 4 > £y +
yz+1 zz+1 zy+1~ yz+1 zz+1 ay+1
1 Vasile Peita

1 1
Solutia 1: Adunand + + la ambii membri, inegalitatea se rescrie echivalent
yz+1 zx+1 azay+1

22+1 241 2241
yz+1 xz+1 zy+1
3 3 3 3 3 2 2 2 2,2 1 L2
2z + Y’z +yix + 2P + 2Py + 2fyz + aytr + axyz®) + (@ +y° + 2% 4 20y + 2yz + 222) + 3 >
322y222 + 3(2%yz + 2y%2 + 2y2?) + 3(xy + yz + 2z2) + 3 care rezultd din adunarea inegalitagilor
rhyz +xyts + 2yzt > 302y%2? (inegalitatea mediilor), Z 23y >2 Z 2yz (Muirhead sau direct
scriind 3y + zy2? > 22%yz si analoagele), (z+y + 2)? > 3(zy + yz + 2x). Egalitatea are loc daca
rT=y =z

> 3. Eliminand numitorii ajungem la (vtyz + xy*z + zyz*) + (23y +

2 2
Solutia 2: Notand = +y + z = s, avem zy + yz + 22 < W = % Atunci avem
x? 2 22 z+y+2)? 52 32z K zZx
+—L 4 s Wty o & B g w o  vE | A
yz+1 zx+1 xzy+1~ zy4+yz+zx+3°~ s 43 $?+9 7 zy+1 yz+1 zx+1
3
1 1 1 12 12 12 9
1— +1- +1- =3— + + <3— <
zy +1 yz +1 zx+1 zy+1 yz+1 zzx+1 zy+yz+ze+3
9 352
3— 55— = o5 de unde concluzia.
s 3 s24+9
3

OBJ.14. Fie a,b,c,d,e€R astfel incat a +b+c+d+e =0si a® +b? +c? +d? + e? = 4. Aratati

cd a+2b+ 3c+ 4d + 5e < 2v/10. )
Dumitru Barac

V1
Solutie: Avem a+2b+3c+4d+5e = a+2b+3c+4d+5ef3(a+b+c+d+e)fTO (a®+b*+c*+

V10 V10 8 V10
20 .2 A) — _9,_ B 2,12, .2, 92,2 _ 2 o 2
d“+e“—4) 2a—b+d+2e 1 (a*+b°+c"+d +e”+4) 1 <a +ma> 1 (b +
4 V1 Vi Vi Vi 4\* V1
b)— 02 O<d2— 8 d)— 0 <e2— 8 e)+ﬁ:— 0 (a+ ) - O<b+
V10 4 4 V10 4 V10 4 V10 4

2 \* Vi0 \/10( 2 >2 \/10< 4 >2
— | —— " — d— — — —— | +2v10 < 2V10, cu egalitate daca si
m) 4T vio) 4\ V1o 1ot ¥




i daca b=d 2 g 0
numai daci a—e—m, = —m@c_ .
Observatie: La concursul ,,Nicolae Paun" din decembrie 2001, problema a treia de la clasa a X-a,
propusi de Cristinel Mortici, avea aceleasi ipoteze, dar concluzia era a + 2b 4 3¢ + 4d + 5e < 7,
mai slaba decat cea din enuntul nostru.
A se vedea si problema 1X.346.

OBJ.15. Fie dreptunghiul ABCD si punctul M € (BD). Demonstrati ci

MB-MD < MA-MC siprecizati cand are loc egalitatea. Claudiu-Stefan Popa

Solutia 1: Fie O punctul de intersectie a diagonalelor dreptunghiului. Daca M = O, relatia
din enunt, e evidentd (are loc egalitatea). Presupunem M € (OD). Cazul M € (OB) e analog.
Fie M’ simetricul lui M fatd de O. Avem CM’ = AM. Relatia de demonstrat se scrie succesiv:
(OB+OM)(OD—-OM) < CM'-CM < (OC+OM)(OC—-OM) < CM'-CM < OC?—-0OM? <
20M’'? +20M? — M'M?
CM’' - CM. Cu teorema medianei in ACMM’, avem mai departe + —

4
M'M?
<CM'-CM & M'M? > (CM’' — CM)?, evidenta din inegalitatea triunghiului.

Cum in ultima inegalitate nu putem avea egalitate (M’, M, C necoliniare), ramane ci egalitatea
are loc numai pentru M = 0.

Solutia 2 (Dan Schwarz): Fie O punctul de intersectie a diagonalelor dreptunghiului. Daca M = O
avem evident relatia din enunt,.

Dacda M # O, de exemplu M € (OB), atunci consideram punctul E intersectia semidreptei (AM
cu cercul circumscris dreptunghiului. Din puterea punctului M, avem M B - MD = MA- ME.
Vom arata ci M E < MC. Considerand cercul cu centrul in M si de raza M E, acest cerc inter-
secteazd cercul circumscris dreptunghiului in F gi In simetricul acestuia fatd de OB. Prin urmare
punctul C' se afla in exteriorul cercului cu centrul in M si de raza ME, deci ME < MC. Prin
urmare egalitate avem daca si numai dacd M = O.

Observatie: Problema a fost datd la faza finald a concursului Gazeta Matematica gi Viitori-
Olimpici, Campulung, 2012 (clasa a VII-a)

OBJ.16. Fie a, b, ¢ cifre nenule ale sistemului zecimal. Comparati numerele
a b c . b c a
=+=+—s5 =+=+—.
ab be ca ab  bec ca Gheorghe Stoica
Solutie: In problema O.VIII1.296 din RMT nr. 4/2011 se afirmi ci daci a, b, ¢ sunt cifre nenule
. ba b ac
atunci =+ =+ — > 3.
ab  bc ca
ba)? cb)? ac)? ba + cb + ac)?
Demonstratie: LQL + LC L + ELCL Z = (—a Jr—c iacL — =
ab-ba bc-cb ca-ac” ab-ba+bc-cb+ca-ac
112(a + b + c)? B
(10a + b)(10b + a) + (10b + ¢)(10c + b) + (10c + a)(10a +¢)

Wa+b+o) > 3 & 121(a® + b% 4 ¢2) + 242(ab + be + ca) > 60(a® + b +
20(a2 + b2 + c2) + 101(ab + bc + ca) ~ -
c?) +303(ab + be + ca) < 61(a® 4+ b? + c) = 61(ab + be + ca) ceea ce este evident.
Folosind acest rezultat, avem ca

b I ba-ab b-be a-w b b
b 14 14T 15 0adies P B T ines 2029 e =b)
ab be ca ab be ca ab i
M}Odeundei+i+é>i+i+é_

ca ab bc ca” ab bc Ca



Solutia 2: Putem presupune cd a < b < csaua > b > c¢. Dacd a < b < ¢ atunci ab < be < @a
exceptand cazul in care b = ¢, cand ab < ¢éa < be. Dacd b < ¢ atunci din inegalitatea rearan-

a b c
jamentelor avem ca = + = 4+ — e mail mica decat orice altd rearanjare, in particular decat
a C ca
a b c
— 7b + = o Analog se trateaza celelalte cazuri.
a

OBJ.17. a) Daca n € N* este fixat, ariitati ci pentru orice partitie a lui N* in doua submultimi,
exista x si y apartinand aceleiagi multimi a partitiei astfel incat x2+y? —2zy+3nz—3ny+2n2 = 0.
b) Aratati cd existd mo € N astfel incat pentru orice n > mg afirmatia de la a) nu mai este

valabild pentru o partitie cu m multimi a lui N*. o L
Ovidiu Buica

Solutie: a) 2°> + y> —2zy +3nz —3ny +2n®> = 0 & (z -y +3n(z —y) +2n? = 0 &
(x—y+n)(z—y+2n) =0 (x). Se observa ci (n,2n), (2n,3n), (n,3n) verifica ecuatia, iar doua
dintre numerele n, 2n, 3n apartin aceleiagi multimi a partitiei.

b) Consideram mgy = 2n? + 1 si urmétoarea partitie alui N* : {mok | k € N*}; {mok +1 | k €
N*}, ..., {mok + mo — 1 | k € N*}. Pentru orice z,y apartinand unei aceeasi multimi a partitiei,
din (%), rezultda 2n? = 0 (mod my), contradictie. Rationamentul e valabil pentru orice m > my.
(pentru n > 1 se poate lua mg =n + 1).

RMT 4,/2012

OBJ.18. Determinati numerele naturale a, b, ¢ > 2, distincte, pentru care 32[a?(b + ¢) + b(c +
2 Nl =9 2b2 2.
@) +c(a+b) e Florin Stanescu
Solutie: Egalitatea din enunt, se scrie sub forma: 32[ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a)] = 9a?b*c?,
ab(a+b)  be(b+c¢)  calc+a) 9

. . ~ - . 2 2 2 . . . _

iar prin impartire cu a?b?c?, respectiv cu 32 obtinem: RIEY + IEY + Sz~ 33
O TN (R (I <b<ei b

sau | — 4+ - | = -+ = ~ 4+ - |—= = —. Presupunem a ¢, iar cum a, b, c
a b)c2 b ¢/a? c  a)b? 32 P ’ Y

sunt numere naturale distincte mai mari sau egale cu 2 rezulta a > 2, b > 3, ¢ > 4, deci

1 1 1 1 1 1 . 1 1\ 1 1 1\ 1 1
a < 5, E < g, E < Z’ (1) Tlnand cont de (1) avem (+ b>02 + (b + C>a2 + (C +

N1 (L L (L INL /L INL 5 7 3 9
o)z S 273 37 1) 2 7 1)32 T 95.3 " oi.3 " oz.32 33 OB
1 11

Jr
1
2
3

- =-=a =2 b=3, ¢c = 4. Astfel avem:

)

1
itatea avand loc daca — = o
a 3" ¢ 4

b
(a,b,c) € {(2,3,4); (2,4,3); (3,2,4); (3,4,2); (4,2,3); (4,3,2)}.

OBJ.19. Fie a, b, ¢ trei numere naturale consecutive (nu neaparat in aceastd ordine) si numerele

3 b3 CS b3 C3 3

(12—|—b2_|—b2—i—c2 +02+CL2 §1y:cﬂ—&—bz +b2+02+c2+a2

a
Tr=

CArdtaticd |z —y | < 2.
Gheorghe Stoica
ad = - A-d a? + b2+ ab b2+ 2 + be
+ + =(a—b)——5—+0b—c) —5—5—
CL2 +b2 b2 +62 C2 +a2 a2 +b2 b2 +CZ

Solutie: Cum x —y =

2 +a®+ca ab be ca
(C—G/)'62b+a2 = (a—b) (Cl b) b2 (b_C)‘i‘(b_C)m‘i‘(C—G;)“v‘(C—a)m =
a c ca . oy
(G;—b)-m+(b—0)-m+(C—a)-m,fOlOSll’ld faptul Cam < 5, V£C7y>0,
1 1 1 —-b b— —
ob§inemcé|$—y|<\a—b|'§+|b—6|'§+|c—a\~§=|a [+ 2c|+|c a|.Dacéluzim



. . . 1+1+2 .
a, b, ¢ trei numere naturale nenule consecutive, atunci |x — y| < s = 2. Inegalitatea este

x 1
stricta pentru ca inegalitatile ﬁyg < 3 sunt stricte atunci cand x i y sunt numere naturale
ey

diferite.

OBJ.20. Problema a aparut cu un enunt incomplet. Varianta corectata este propusa din nou in
cadrul aceleiagi rubrici.

OBJ.21. Daci x, y, z sunt numere reale cu proprietateaci x +y #0, y+2#0, z+x # 0 si

(x—y)(y—z)(z—x):mm’ calculati suma + i + S
(z+y)(y+2)(z+2) z+y y+tz z+w
Dan Nedetanu
Solutie: Notam u = v + Y + : siv= Y + : + v . Avem u 4+ v = 3 si
r+vy Y+ z Z+T r+vy Y+ z Z+T
folosimidentitateax_ery_erZ_x:ffﬂ_yoy_z~Z_$.Varezultacéu7v:72013,
r+y yYy+z z+<x r+y yYy+z 2+

de unde © = —1005.

OBJ.22. Fie n un numér natural, n > 2. In cate moduri se poate pava o podea dreptunghiulara

de dimensiune 2n x (n+ 1) cu dale n x 17 ) )
Andrei Eckstein

Solutie: Ne imagindm podeaua ca pe un dreptunghi 2n X (n + 1) cu lungimea dispusa orizontal.
Impértim dreptunghiul in dou# bucati n x (n 4+ 1). Numiram mai intai pavarile care se obtin
pavand separat cele doud jumatati (nicio dald nu este taiata de ,linia de demarcatie" dintre cele
doud jumitati). Dreptunghiul n x (n 4 1) se poate pava in 3 moduri: n + 1 dale dispuse vertical
sau n dale verticale si cea de-a n + 1-a dald orizontal pe prima sau ultima linie. Agadar sunt
3 -3 =9 paviri care nu taie linia de demarcatie. Daca linia de demarcatie taie cu un dreptunghi
d pus orizontal pe linia ¢, celelalte n — 1 patratele de pe linia ¢ vor fi acoperite de dale verticale.
Dala verticala d’ plasatd pe prima coloans de dupa cele ocupate de dreptunghiul d lasa liber fie
patratelul de pe prima linie, fie cel de pe ultima linie. Daca vreuna din dalele verticale situate la
dreapta lui d’ n-ar lisa liber patratelul de pe aceeasi linie ca si d’, respectivul patritel n-ar mai
putea fi acoperit. Asadar, toate dalele verticale situate la dreapta lui d’ acopera aceleagi n linii
ca si d’'. Patratele de pe linia lasata libers, prima sau ultima, va trebui s fie acoperite prin dou
dale orizontale; de aici pavarea este unica.

Asadar, pentru fiecare dala plasati orizontal care taie linia de demarcatie exista 2 variante:

1. Prima linie pavata din doud dale orizontale, deasupra si dedesubtul lui d se pun dale orizontale,
restul se completeaza cu dale verticale;

2. Similar, dar ultima linie se paveaza cu doud dale orizontale.

Numdaratoarea: Grupul celor n dale orizontale poate fi taiat de linia de demarcatie dupa 1
patratele, 2 patratele, ..., n—1 patratele (n—1 variante). In total sunt 9+2- (n—1) = 2n+7 pavari.

OBJ.23. Determinati numerele naturale n pentru care numéarul 71" 4 72" + 73" este cub perfect.

Marian Cucoanes
Solutie: Daca n este par, n = 2k, 712F 4+ 722k 4+ 73%F = (Mg — 1)2F + (Mg)?* + (Mg + 1)% =
(Mg + 1) + Mg + (Mg + 1) = Mg + 2 e divizibil cu 2 dar nu si cu 23, deci nu este cub per-
fect. Pentru n = 1, 71' + 72! + 731 = 216 = 63. Pentru n impar, n > 3, 71" + 73" =
144(71"7 1 + 71772 . 73 + .. + 7377 1) = 144 - impar este multiplu de 16 dar nu si de 32. 727
este multiplu de 32, deci 71" + 72" 4 73" este divizibil cu 2% dar nu si cu 2°, deci nu este cub
perfect.



OBJ.24. Consideram triunghiul echilateral ABC si D € (AC) un punct oarecare. Notam cu
O, I, H centrul cercului circumscris, centrul cercului inscris si respectiv ortocentrul triunghiului
BCD. Fie ADNOI ={U}, DHNBO ={V}si HINAM = {W}. Demonstrati ca punctele U,

V si W sunt coliniare. Petru Braica

Solutie: Aratam cd hexagonul ADHIOB este inscriptibil. Din teorema lui Pascal rezulta coli-
niaritatea punctelor U,V si W.

Patrulaterul ABOD este inscriptibil pentru cd <OBA = <OCA (diferenta de unghiuri congru-
ente) si <OCA = <ODC implicdi <OBA = <ODC, deci <OBA gi <ADO sunt suplementare.
Patrulaterul ABID este inscriptibil pentru ca AIBC = ATAC (L.U.L.) implicd <IBC = <l AC
si, cum </BC = <UBD, rezulta <IAD = <IBD.

Patrulaterul ABH D e inscriptibil pentru ca m(<BHD) = 180° —m(<tACB) = 180°—m(<BAC).
Atunci, cu teorema lui Pascal (,Dacd A, B,C, D, E, F sunt conciclice, atunci intersectiile AB N
DE, BCNEF, CDNFA sunt puncte coliniare.") problema este rezolvata.

OBJ.25. Demonstrati ca daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi ascutitunghic, atunci

N . b+c cta a+b a b b ¢ ¢ a
este adevarata inegalitatea >4 -4 -S4 4=
b+c—a c¢c+a—-b a+b—c~ b a ¢ b a c
Titu Zvonaru
b b b —b— b b
Solutia 1: Avem te _ote_ (b+c)(a cta) adica te _0te
b+c—a a a(b+c—a) b+c—a a

(b+c)a—b) . (bro(a—o)
alb+c—a) a(b+c—a)
c+a cta (c+a)b—c) (c+a)b—a)

(1) si analog

(2)

cta—b b blcta—0b) b(c+a—Db)
a+b _a—l—b:(a—i—b)(c—a) (a+b)(c—10) 3)
a+b—c ¢ cla+b—c) cla+b—c) '

Grupand convenabil (in functie de numaratori) obtinem
(b+o)a—b) . (c+a)b—a)
alb+c—a) blc+a—b)
(a—b)(b*c+ ab® — b® + bc? + abe — b*c — abe — ac® + a®c — a?b — a’c + a®)
ab(b+c—a)(c+a—"b)
(a—b)(a® —b* —a®b+ab® —ac® +bc®)  (a—b)*(a® + ab+b* —ab— ¢?)
ab(b+c—a)(c+a—Db) B ab(b+c—a)(c+a—Db)
(a—0b)*(a® +b* — c?)
ab(b+c—a)(c+a—"b)
Procedand similar cu incd doud perechi de fractii, din relatiile (1), (2), (3), obtinem in final
b+c Z b+c _ Z (@ —0b)*(a®+b* —c?)
ciclic btec—a ciclic a ciclic ab(b Te= a) (C ta-— b)
litatea dorita.
Solutia 2: Se stie ca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi oarecare, daca si numai daca ex-
ista z,y,z > 0 astfel caa =z +y, b=y+2, ¢ =z+z. Cu aceste substitutii (numite substitutiile

2
lui Ravi), inegalitatea din enunt se scrie echivalent Z Trytez > Z zty + y+ z> adica

> 0 (deoarece triunghiul dat este ascutitunghic).

, identitate care demonstreazi inega-

2z r+z x4z
r+y 2y 1 T+y z 1/1 1 2 .
E ( 2 —|—1)2 E (W—&—l) 5au55 p, 225 x+y.Dar§ ;—F& >x—|— (revine
1 2
la (x —y)? > 0), deci = <Z + Z> > 2% Secriind si relatiile analoage si adunand rezulta ine-
2\z y T+y

galitatea dorita, deci inegalitatea din enunt, are loc pentru a, b, ¢ laturile unui triunghi oarecare.



Egalitate avem daci © = y = 2, adicd a = b = ¢ (pentru un triunghi echilateral).

RMT 1/2013

OBJ.20. (enunt completat)! Fie ABCD un paralelogram. O dreapta fixa d, dusa prin D, in-
tersecteazd AB, (BC), (AC) respectiv in M, N, O. Determinati locul geometric al punctelor de
contact 17, Tb ale tangentelor duse din O la un cerc variabil care trece prin M si N.

Gheorghe Szollsy

OD a )
Solutie: Fie AB=CD =a, AD = BC =b. Din ACOD ~ NAOM rezulta OM — at BM iar
ON b— BN BN BM

a OD _ 9 _ B . _
“TBM — OM Deducem ca OD? = OM - ON = p(O) (puterea punctului O fatd de cer-

cul variabil care trece prin M, N). Dar p(O) = OT? = OT%, deci OT; = OTy, = OD, adica
Ty, Ty € C(O,0D)\ d. Reciproc, fie T € C(O,0D)\ d si T cercul circumscris triunghiului TM N.
Cum OT? = OD? = OM - ON, deci OT este tangenta cercului I In concluzie locul geometric
este C(O,0D) \ d. Mai precis, atat T} cat si T descriu cate un semicerc din C(O, OD).

OBJ.26. O multime A este alcituitd din 5 numere naturale. Se stie cd multimea sumelor obtinute
prin adunarea a cate doua elemente distincte din A este alcatuita din 7 elemente. Aratati ca suma

elementelor din A este divizibila cu 5.
Dan Nedeianu

Solutie: Fiea < b < ¢ < d < e elementele lui A. Avem a+b < a+c < b+c < b+d < c+d < cte <
d+ e (adicd 7 sume distincte). Totodata avem a+b < a+c<a+d<a+e<b+e<ct+e<d+e
(adicd tot 7 sume disctincte). Deducem ca cele 7 sume coincid, decia+d =b+c¢,a+e=b+d,

b+ e = c+d. Rescrise, aceste relatiirevinlab—a=c—b=d—c=e—d 1ot z, de unde b = a+x,
¢ =a+2z,d = a+3zx, e = a+4x si a+b+c+d+e = ba+(1+2+3+4)x = 5(a+2x) este divizibil cu 5.

1
OBJ.27. Fie a,b,c > 0 cu proprietatea ca abc = — Demonstra‘gl ca

(a2 (Ve o) (/5 ﬁ) JE DG

Mugurel Alex. Szdérés

Solutie: Observam ca <\/7 \/7) — -|- + 2=(a+ b)( b) si analoagele, de unde

\/;+\/7 =+va—+by/— —|— E >V2Vab /= + 5 si analoagele. inmult;ind aceste 3 relatii obtinem,
a a a
folosind ca 2v/ab - 2v/bc - 2y/ca = 8abe, inegalitatea din enunt,.

1 1
Egalitate avem dacd a = b = ¢ cu abc = 3’ adicia=b=c= 5

IDintr-o scipare de-a noastra, enuntul problemei a aparut incomplet in numarul 4/2012 al revistei.
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OBJ.28. Fie py, pa, ..., p3g numere prime mai mari sau egale cu 5. Aratati ca numarul p$ +
pS + -+ + pS este divizibil cu 36.

Marian Cucoanes
Solutie: Cum 3 { py, rezultda p7 = 1 (mod 3). In plus pr, = 1 (mod 2) implica p? = 1 (mod 4)
si p§ =1 (mod 4). Apoi p§ — 1 = (p? — 1)(p} + pi + 1). Cum ambii factori sunt divizibili cu 3,

36
p? =1 (mod 9), deci p¢ =1 (mod 36). Atunci Zpg =0 (mod 36).
k=1
OBJ.29. Fie n un numir natural, p1, ps, ..., p, numere prime distincte fixate i A = {p{"*

p2 | a; € N, i =1,n}. Aradtati ca oricum am alege:
a) 2" + 1 elemente din A, existd printre ele doud cu produsul patrat perfect;
b) (3™ + 3) : 2 elemente din A, existd printre ele doud cu produsul cub perfect;
c) 22771 4 2771 4 1 elemente din A, exista printre ele doua cu produsul bipdatrat perfect (x este

bipatrat perfect daca x = y*, y € N). Petru Brai
etru Braica

Solutie: a) Partitionam elementele multimii A In submultimi dupa paritatile exponentilor a;.
Dou# elemente pi™...pJ™ si p1 ...pﬁw vor fi in aceeasi submultime daca 2 | a; — 85, Vj = 1,n. Vor
fi 2™ astfel de submul‘glml deci alegand 2™ + 1 elemente din A, conform principiului cutiei, vor
exista doud Intr-o aceeasi submultime. Produsul acestora va fi un patrat perfect.

b), ¢) Afirmatia problemei este gresitd: putem alege oricate numere de forma pip52...p%"; pro-

dusul lor se va divide cu p? dar nu si cu p$ deci nu va fi nici cub, nici bipatrat perfect.

OBJ.30. Demonstrati ca daci a, b, c sunt numere reale pozitive, are loc inegalitatea
a n 2a n b n 20 n c n 2c >3
b+c 2a+b+c c+a a+2b+c a+b a+b+2c”

Titu Zvonaru

Solutie: Relatia se scrie echivalent

a n b n c S (11— 2a (1- 2b (1- 2c adic
b+c¢c c+a a+b” 2a +b+c a+2b+c a+b+2c

b+c n c+a n a+b < 0 n b n c
(a+b)+(c+a) (a+b)+(b+c) (b+e)+(c+a) b+ec c+a a+b
1 1/1 1
Folosind inegalitatea < - ( + ), Vz,y > 0 (care este echivalenta cu (z — y)? > 0)
z+y 4\x y
1 1 1 1 b 1/0b b
obtinem g( + >,deunde+6<( +C+ +C)
(a+b)+(c+a) a+b c+a (a+b)+ (c+a) a+b c+a
b b
si analoagele. Este suficient si demonstram atunci ca Z E (aiz c::-_fz) b adicé

a+b+2c a 3 1 a a . 3
42 a+b Zb+csau1+§zb+c§Zb+c,deCIZb+c>icareesteade—

viratd (inegalitatea lui Nesbitt). Egalitate avem dacd a = b = c.

RMT 2/2013

OBJ.31. Pe un cerc sunt scrise numerele naturale de la 1 la IV astfel incat fiecare doud numere
vecine sa aiba cel putin o cifrd comuna. Sa se gaseasca cel mai mic numéar N pentru care se poate
realiza acest lucru si si se dea un astfel de exemplu.

Adrian Burlan, Olimpiada locald Valcea, 2010
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Solutie: Deoarece numarul 1 apare pe cerc, trebuie si apara cel putin si 10 si 11, deci implicit si
9. Dar atunci trebuie si apara pe cerc si 19 i 29. Asadar N > 29.

Vom demonstra cd pentru N = 29 putem plasa numerele de la 1 la N astfel incat fiecare doua nu-
mere vecine si aiba cel putin o cifrd comuna. Iatd un exemplu de cum putem dispune numerele pe
cerc: 19,9, 29, 28, 8, 18, 17, 7, 27, 26, 6, 16, 15, 5, 25, 24, 4, 14, 13, 3, 23, 22, 2, 12, 11, 1, 21, 20, 10.

OBJ.32. Fie S; = {n € N| 100 < n < 100(¢ + 1)}. De exemplu, Sy = {400,401, ...,499}. Cate

dintre multimile Sy, S1, So, ..., Sggg9 nu contin niciun patrat perfect?
L 02172 999 L P P Concurs SUA, 2008

Solutie: Fiecare din multimile Sy, S1, ..., S24 contine patrate perfecte. R
Pentru n > 25 niciuna din multimile S,, nu contine mai mult de un patrat perfect. Intr-adevar,
daca k%, (k+1)? € S, atunci 2k +1 < 100, deci k < 50, de unde k? < 2500, deci n < 25. Ramane

sd vedem céate din multimile Sos, Sag, - . . , Sgg9 nNu contin patrate perfecte. Reuniunea lor contine
patratele numerelor 50,51, ...,[v/99999] = 316, adicd 267 de patrate. Astfel 267 dintre multimile
Sa5, Sa6, - - -, S99 contin (exact) un pitrat perfect; celelalte 708 nu contin patrate perfecte.

OBJ.33. Aritati ca
b+c c+a a+bd

Ve T e

> V204 2¢+ V2 +2a+ V2a+2b, Va,b,ec>0.
Gheorghe Sz6lldsy

a b b
Solutie: Rescriem membrul stang sub forma ( + ) + ( + ) ( + > . Ar fi su-
Voo va) \Ve Vb)) \Va Ve

ficient s& aritam ci ( a > v/2(a + b) si analoagele. Folosind inegalitatea din problema

JR— + JR—
Vb Va )
O.VIIL.324. scrisd pentru perechile (v/a,Vb), (Vb,/c), (v/¢,v/a), rezultd inegalitatea dorita.
Egalitatea are loc dacd a = b = c.

OBJ.34. Fie a,b,c > 0. Aratati ca

3(a* + b 4+ ) + 2abc(a + b+ ¢) = 5(a*b? + b2c? + c*a?).

. A . Mari
Solugfm 1: Vom demonstra mai intai inegalitatea arian Cucoanes

a* + 0" + ¢* + 2a°be > 20°0* + 20°c* + b2 2 (1).

Intr-adevar, inegalitatea (1) se scrie a* — 2a2(b% + ¢ — bc) +b* + ¢t — b2c? > 0, sau inca
472a2(b2+027bc)+(b2+c —bc)? — (b + % —be)? + bt + ¢t — b%c® > 0, care se mai

scrie (a? — b% — ¢ +bc)? + 2be(b — ¢)? > 0, inegalitate evidenta. Egalitate avem pentru a = b = c.

Scriind inca doua relatii analoage si adunand obtinem inegalitatea din enunt, cu egalitate daca

a=b=c.

Solutia 2: Din inegalitatea lui Schur avem a*+b*+c*+abc(a+b+c) > a®b+ab®+b3c+bc®+c3a+ca?,

cu egalitate dacd a = b = ¢ (asta deoarece a,b,c > 0, altfel ar mai fi fost si alte cazuri de egali-

tate).

Evident a* 4+ b* + ¢* > a2b? + b2c? + ¢%a?, cu egalitate daca a = b = c.

Cu cele de mai sus, este suficient si demonstrim ci a®b + ab® + b3¢ + be® + 3a + ca® >

2(a?b? + b?c? + c*a?) care rezultda din a®b + ab® — 2a%b? = ab(a — b)? > 0 si analoagele (sau

cu inegalitatea lui Muirhead). Egalitate avem daci a = b = c.

OBJ.35. Demonstrati ca dacd a; > > an > 0, atunci

Yo ﬁ [ G

Dan Nedeianu
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not

Solutie: Avem, pentru orice k =1,n, k-ar < a1 +as+...+ar <ay+as+...+a, = S. Atunci

S ag Qg
ar < —, de unde ,/— > —=. Prin adunare rezulta inegalitatea de demonstrat.
kX L A = \/§ g

0BJ.36. Daci a, b, ¢, d sunt numere reale pozitive astfel incat a? +b? + ¢ + d? = 1, demonstrati

inegalitatea a? b ¢? S o1+ 16abed.

a2+bc+b2+cd+62+da+d2+ab

Florin Stanescu

2 b 2 b 2 b 4 b 2
Solugie: Pornim de la 222 n bz :Z (a J(razc_)i_(zc)z ©) = Zw

cicl cicl

(a?)? (be)®
Li@ETir @b

cicl cicl

cicl

Aplicand acum inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz, obtinem ca
Za2 — bC S (a2 + b2 + C2 + d2)2 _ Z (bC)2

a2 +bc” (a2 4 be)? + (b2 + cd)? + (2 + da)? + (d? + ab)? (a2 + be)?’
In continuare vom demonstra ci (a2 + be)? + (02 + cd)? + (2 + da)? + (d* + ab)® < (a® +
b2 +c®+d*)? (1). Desfacand parantezele si regrupand convenabil, aceastd inegalitate revine la
(ab —bc)? + (be — bd)? + (ca — ed)? + (da — db)? > 0, inegalitate evidenta in care avem egalitate
dacd a = b = ¢ = d. Avem agadar

a? — be (bc)? a? be (bc)?

>1-3 "L deci >1 - -

Za2+bc Z(a2+bc)2 em;az—i—bc +;a2+bc Z(az—l—bc)Q

cicl cicl cicl

cicl cicl

1+ Z a?be C>BS 14+ (av/be + bVed + cV/da + dv/ab)? ngiii
(a2 +bc)2 ~ (a? +bc)? + (b2 + cd)? + (2 + da)? + (d? + ab)> ~
4V a?b>2d?)? Q) 16abed
1+ — Uvaiticd’) > 1+ babe = 1+ 16abed.
(a? +bc)? + (b2 + cd)? + (¢? + da)? + (d? + ab)? (a? + b2 + ¢ + d?)?
Egalitate avem pentrua =b=c=d =1/2.

cicl

OBJ.37. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC'. Cercul A-exinscris este tangent la-
turii BC in punctul M, iar prelungirilor laturilor AB, AC in punctele N, respectiv P. Demonstrati
cd daca OP 1. M N, atunci R = r,.

Titu Zvonaru

Solutie: Cum BN = BM rezultd cd m(<BNM) = , deci MN || BB’, unde B’ este pi-

ciorul bisectoarei din B. Fie {R} = OPN BB’ si I, centrul cercului A-exinscris. Avem PO 1 BB’
si I,B 1L BB'. Ducem I,S L OP, S € OP. Vom arata ca AOBR = API,S. Cum RBI,S
este dreptunghi, cele dous triunghiuri sunt dreptunghice si BR = I,S. Avem m(<OBR) =

m(<B)
2

B
|m(<OBA) — m(<B'BA)| = [90° — m(«C) — @ (1). Cum I, P L AC, rezulta ca patru-
laterul B’ BI, P este inscriptibil. Atunci m(<PI,S) = |m(<PI,B)—m(<BI,S)| = |m(<AB'B)—

m(<B)

90°| = |m(«C) + —5 = 90°| (2). Din (1) si (2) rezulta <OBR = <PI,S, deci AOBR =

API,S (CU), de unde I,P = BO, adicd R = r,.
Observatie: Congruenta <OBR = <P1,S se putea arata si ducand inaltimea BT si verificand ca
<OBR = «RBT = <S1,P (unghiuri cu laturile paralele).
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OBJ.38. Ariatati ca pentru orice numere naturale nenule a si b, numéarul
V3a2 + 4b% + v/4a? + 3b? este irational.

Gheorghe Stoica
Solutie: Fie d = (a,b) si a/,b' € N* astfel incat a = da’ gi b = db’. Conditia din enunt revine la
d(\/3a’2 + 4b’2+\/4a’2 + 3b’2) este irational, deci la faptul ca (\/3a’2 + 4b’2+\/4a’2 + 3b’2) este
irational. Putem agadar presupune ca (a,b) = 1. Se gtie ci, dacad pentru n,m € N, \/n++/m € Q
atunci n gi m sunt patrate perfecte. Astfel, presupunand cé ar exista a, b € N* pentru care numérul
V3a2 4 4b2 + /4a? + 3b? este rational, obtinem ca exista k, ¢ € N astfel incat 3a2 + 46 = k2 si
4a® + 3b% = (2. Dar atunci k? + ¢* = 7(a® + b?) este divizibil cu 7. Se stie ci o suma de doua
patrate perfecte este divizibild cu un numér prim de forma p = M4 + 3 numai daca fiecare din
cele doud patrate este divizibil cu p. Cum 7 este de aceastd forma, rezultd cd 7 | k si 7 | £, de
unde 49 | 7(a® + b?), adica 7 | a? + b2 Rezultd 7 | a si 7 | b, in contraditie cu presupunerea ci
(a,b) = 1.

OBJ.39. Fie numerele intregi nenule a gi b, prime intre ele, care satisfac proprietatea a - b |
a”+ 0"+ 1, unde n € Ngin > 2. Ardtati cd a | b" + 1 si cd, dacd ¢ € Z este astfel incat
a-c=b"+1,atuncib-c|b” 4+ " + 1.

Constantin Chirild
Solugie: Din ab | a™ + 0" + 1 rezultd cd a | ™ + b + 1, deci a | b + 1.

pn n 1 n n—1 n b 1 n—1
Avem ci re sl _gcte  atc = "+ 1) . Sa observam ca a"~! | a" si
be bc b an=1b
a1t (0" + 1)1 (pentrucd a | b" +1) si ca (a,b) = 1. Intr-adevar daca d = (a, b), atunci d | ab,
"+ +1
decid | a”+b"+1sgidecid | (a™+b"+1)—a™—b" de unde d = 1. Pentru a arita ca % eN
c

ramane sa mai aratam ca b | a” + (b +1)"~ 1. Intr-adevar, a” 4+ (b" + 1)"~' = a” + Mb+1, ori
din ab | a™ +b" + 1 rezulta b | a™ + 1, deci b | a™ + b"™ + 1, de unde concluzia.

0BJ.40. Fie a,b,c € (0,00) cu abc = 1. Aratati ca
3 1 1 1

ThreSarbil Threrl Terart
“ ©c ¢ ¢ cra Mugurel Alex. Széris
Solutie: Inegalitatea din dreapta este un caz particular al problemei IX.369. din RMT nr.4/2013

(autor Gheorghe Sz6llésy). Fie x,y,z > 0 astfel incat a = 2%, b = y3, ¢ = 23. Atunci zyz = 1.
Folosind cunoscuta inegalitate o3 + y3 > 2%y + xy?, Va,y > 0 si analoagele ei (este echivalents

1 1 1
—4)2>0 i conditia abc =1 & =
cu (z+y)(z—y) ) precum si conditia abc avemcaa+b+1+b+c+1+c+a+1
1 1 1 1 1
3143 T3 T a3 S 2 2 Tz 2
T +y° +xyz  y°+2°+axyz z°+x° +ayz Ty + Y + Yz Yz + Yy +ayz
1 B 1 . 1 . 1 B
2r+zx2+ayz vyl +y+z) yzletytz) zz(ztytz)
z x Yy

+ + = 1. Egalitate avem daca z =y =z = 1.
r+y+z xz+y+z xt+y+z
1
_|_
$3+y3+1 y3+z3—|—1

ultima inegalitate fiind echivalentd cu z® +

Pentru inegalitatea din dreapta folosim inegalitatea lui Bergstrom:

1 - (14+1+1)2 S 3
Prad+1 7 2@ +yP 423 +3 7 a4yt 28
y3 + 132 > 3 ceea ce rezulta din inegalitatea mediilor: 2% 4+ y3 + 2% > 3zyz = 3.
Din nou, egalitate avem dacd z =y = z = 1.
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OBJ.41. Pentru z,y, z > 0, demonstrati ca au loc inegalitatile:
2422 224?24y S z(y+z)  ylzt+z) z(z+y) < 2z n 2zx N 2zy
yz+1 zrx+1 zy+1 7 yz+1 zx+1 zy+1 = yz+1  zz+1  zy+1°

Vasile Pravag, Titu Zvonaru

Soluﬂe Pentru a demonstra inegalitatea din stanga, scriem

+22—2(y+2 —x 2z —x —x
Zy (y ):Z<y(y ), 2l )>: yly —o)
cicl y2+1 cicl y2+1 y2’+1 cicl y2+1
2z T) y(y — o) z(z —y) yly—2)  z(@-—y)
d 1 = = =
Leee yz+1 e yz+1 +§C; zx+1 Z yz+1 + zx+1

o2
Z (z—y) >0,
2 (yz+ D(zo+ 1)
inegalitate evidentd. Egalitate avem pentru z =y = 2.
Notand zy = a, yz = b, zz = ¢, (a,b,c > 0), inegalitatea din dreapta revine la
a+b 2c a+b—2c
> dica — 2>0.
§c+1 Z cr 1 221 c+1
Vom prezenta doua demonstratii ale acestei inegalitati.
a+b—20 a—c b-—c afc afc c—a
1. A = = =

_ _ R
Z (Z+ f — Z+ ;) = ; (a(—&—al)(z)—i—l) > 0, cu egalitate dacd a = b = ¢ (ceea ce Inseamni

x =y = z pentru inegalitatea initiald).

cicl
1 1

1
2. Inegalitatea fiind simetrica, put < b < c. Atunci > > . Di
negalitatea I11nd simetrica, putem presupune a x N& unci at 1 = b n 1 = ct 1 m

a+b+c do
a+1 b+1 c+1)

1 1 1
inegalitatea lui Cebasev, (a + b+ c) < 1 + P 1 + n 1) =3
a c

unde concluzia rezulta imediat.

OBJ.42. Sunt 2n bile (n > 2), avand doud greutati distincte: unele mai grele (G), altele mai

ugoare (U). (Existd bile de ambele feluri.) Dispunem de un cantar cu doué talere, fara greutiti.

Aratati cd prin cel mult n + 1 cantariri se poate stabili numérul bilelor ugoare si al celor grele.
Gheorghe Sz6lldsy

(generalizarea unei probleme date la Olimpiada in Kiev)

Solutie: Vom nota cu EE...E mai multe bile de aceeasi greutate (fara si stim neaparat dacad sunt

ugoare sau grele). Observatia de baza este ci, daca la un moment dat cunoastem un cuplu de bile
UG, in continuare, prin cate o cantérire, putem determina felul de a fi al dou# bile necunoscute

astfel: comparam bilele UG cu cele doui bile necunoscute: dacd balanta raméane in echilibru, bilele
necunoscute sunt UG; daci talerul pe care se afla grupul UG coboara, bilele necunoscute sunt
UU, iar daci talerul cu grupul UG urca, bilele necunoscute sunt GG. Va trebui agadar si ,facem
rost" de un cuplu UG. Proceddm in felul urmator. Prima datd agezam pe fiecare taler cate o bila
aleasd la intamplare. Daca nu sunt in echilibru, avem deja un grup UG. In acest caz, conform
observatiei, mai sunt necesare n — 1 cantariri, adica in total n, pentru a stabili numarul bilelor de
fiecare fel. Daca la prima cantirire balanta ramane in echilibru, ele sunt EE. Le comparam cu alte
doua bile. Daca avem iarasi echilibru, atunci si aceste bile sunt tot EE. Continuam si comparam
grupul EE cu grupuri de 2 bile netestate, pana cand echilibrul se rupe (si se va rupe la un moment
dat, pentru ci nu sunt toate bilele identice). Sa zicem cd am efectuat, pana la ruperea echilibrului,
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k cantariri, k € {1,2,...,n— 1}, gisind EE. .. E bile de aceeasi greutate (prima cantarire a vizat
2k
cate o bila, celalalte k — 1 compariri cu grupuri care s-au dovedit a fi EE). Daci in momentul in
care echilibrul se rupe, grupul EE urca, atunci E = U, iar dacd EE coboari, atunci E = G. Plasim
acum cele doud bile necunoscute pe cate un taler si determinam felul lor astfel: dacd EE a urcat,
atunci cel putin una din bilele necunoscute este G, iar compararea lor ne va limuri daca bilele
necunoscute sunt UG sau GG. La fel, dacd EE a coborat, cel putin una din bilele necunoscute
este U, iar compararea bilelor necunoscute ne va permite sa distingem intre UG si UU. Pana aici

am efectuat k + 2 cantariri, stabilind felul a 2k + 2 bile si identificand si o pereche UG. Folosind

2n — (2k + 2
aceasta pereche, conform observatiei, din % = n—k — 1 putem stabili felul bilelor ri-

mase. Am putut agadar stabili felul tuturor bilelor, si asta din (k4+2)+(n—k—1) = n+1 cantariri.

OBJ.43. Fie ABC'D un romb, M mijlocul laturii AD i C cercul tangent la AB in B sila AD in
D. Notam cu E si F' punctele de intersectie diferite de B ale cercului C cu dreptele BM si BC.
Demonstrati cad A, F si F' sunt puncte coliniare.

Cornelia Vizman
Solutia 1: Mai intai observam ci triunghiurile BDF' si BAD sunt asemenea. intr—adevar, <ADB =
<DBF = <ABD = «BFD (ultimele doud unghiuri subintind acelagi arc al cercului C, anume
BD). Fie B’ simetricul lui B fatd de M. Din congruenta triunghiurilor ADF si B’DB (cazul de
congruentd LUL; un triunghi se obtine rotindu-1 pe celilalt in jurul lui D cu un unghi de masura
m(<<BAD)) deducem ca <EBD si <AF D sunt unghiuri congruente. Dar si unghiurile <EBD si
<EFD sunt congruente (au varfurile pe cerc si subintind acelagi arc ED). Rezulta ci unghiurile
AFD si EFD sunt congruente, deci punctele A, E, F' sunt coliniare.
Observatie: (Mircea Fianu) Problema este o reciprocd a unui caz limita (R = S) a problemei 2 de
la Olimpiada Balcanicid de Matematici pentru Juniori, Veria (Grecia), 2005, problema propusi
de Virgil Nicula. De fapt, problema de mai sus se poate rezolva similar problemei de la OBMJ
2005 astfel:
Solutia 2: (bazatd pe solutia lui Virgil Nicula a problemei de la OBMJ 2005)
Ca la solutia 1 se aratd ca <F'DB = <BAD. Apoi MA%? = MD? = ME-MB (puterea punctului
M fatd de cercul C). De aici rezultd ca triunghiurile MAB gi MEA sunt asemenea, de unde
<IMEA =<MAB. Avem, agadar, cA <F'EB = <F DB = <BAD = <AEM, de unde rezulti ca
punctele A, E, C sunt coliniare.

OBJ.44. Pe un cerc de centru O se considera punctele distincte A, B,C, D. Fie FE punctul de

intersectie al dreptelor AB si CD, iar M si N mijloacele segmentelor [AC], respectiv [BD]. Daca

M N este perpendiculara pe OF, demonstrati ci dreptele AD si BC' sunt paralele.

(generalizare a problemei G3 din lista scurtd de la OBMJ 2012 unde se didea in plus ca AB 1 CD)
Mircea Fianu

Solutie: (Mircea Fianu) Distingem doud situatii dupd cum FE este in interiorul sau exteriorul

cercului. Inceputul e acelasi:

MN | OF implica ME*~NE? = OM?-0ON? = R>—

AC?* _, BD? BD?- AC?
1 —R°+ Y 1 (1).
Pe de altd parte, ZCAE = /BDE implicai AACE ~ ADBE, de unde si AAME ~ ADNE,

=S ().
NE ND BD 2)
Din (1) si (2) constatdm ca ME > NE < BD > AC < ME < NE, fals, deci trebuie neaparat

ca ME = NE, deci si AC = BD. In ambele situatii (referitoare la ordinea punctelor pe cerc),
rezultda AD || BC.
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0BJ.45. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia 3 - 10% + 1 = 9.

Gheorghe Sz6lldsy
Solugie: Dacd x = 0, atunci y = 2. Cautdm solutii cu z > 0. Avem 3-2% - 5% = (y — 1)(y + 1).
Trebuie ca (y — 1)(y+ 1) sa fie par, deci y si fie impar. Atunci (y— 1, y+1) = 2, deci unul dintre
factorii y — 1 si y+1 va fi divizibil cu 2-5%. Prin urmare, unul dintre factorii y — 1 si y +1 va fi cel
putin 2- 5%, iar celalalt va fi cel mult 3-2%~!. Dar acest lucru este imposibil, pentru ci diferenta
dintre y + 1 i y — 1 este 2, in vreme ce 2-5% —3-2271 > 2 Vz > 1. Prin urmare, singura solutie
a ecuatiei este x =0, y = 2.

OBJ.46. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, M proiectia lui A pe latura BC si <C AX adiacent
cu <BAC astfel incat <CAX = <BAM. Daca MD | AX, (D € AX), {E} = MDnN AC si
{T} = BEN AX, demonstrati cd centrul cercului circumscris triunghiului ABT apartine dreptei

AM. ]
Titu Zvonaru

Solutie: Deoarece <AEM este unghi exterior triunghiului ADFE, avem m(<AEM)=m(<EAD)+
m(<EDA) = m(<BAM)+90° = 90° — m(<tABC) 4 90° = 180° — m(<tABM ), deci patrulaterul
ABME este inscriptibil. Rezulta ca m(<AEB) = m(<AMB) = 90°, adica AE L BT. In tri-
unghiul ABT, dreapta AM este izogonala indltimii, si se gtie cd izogonala indltimii este diametrul
cercului circumscris care pleacd din acel varf, adica O € AM.

OBJ.47. Aratati cd numarul 123 are o infinitate de multipli de forma 11...122...233...3, unde
A
n € N*. nori nori n ori

Gheorghe Stoica
Solutie: Observam ci 33333 = 123 - 271. Vom demonstra ca a = 11...122...233...3, k € N*¥,
(S i i i

5k ori b5k ori 5k ori
este divizibil cu 123. Avem ca ap = 11...1-10%°% +2.11...1-10%% +3-11...1 = 11...1(10%0% +
~—— —— —— =

5k ori 5k ori 5k ori 5k ori
2 - 10°% 4 3). Evident, numarul din paranteza, avand suma cifrelor 6, este divizibil cu 3. Pe de
10%% —1
altd parte, 11... 1= —— =
S—— 9
5k ori
10° — 1)(1 4 10° + 100 4 ... +10°¢—D
( )+ + 9 ret ) = 11111 - (1 +10° + 10" + ... + 10°* =) care este

divizibil cu 11111. Prin urmare, am aratat ca ay este divizibil cu 33333, deci si cu 123.
Observatie (Gheorghe Stoica): Si numerele by, = 11...122...233...3, k € N, sunt divizibile cu
A =

123 5k+1oribk+1oribk-+1 ori

Generalizare (Gheorghe Stoica): Aratati cd numéarul 123456789 are o infinitate de multipli de
forma 11...122...2...99...9, unde n € N*,
AT~

Solutie: Fie t = 123456789. Din teorema lui Euler, cum (¢,10) = 1, avem 109®) = 1 (mod t),

unde ¢ este indicatorul lui Euler. Luand py = k¢(t) + 1, avem 10P* = 10 (mod t), oricare ar fi

k€ N. Alegem ap, = 11...122...2...99...9 si demonstram ca ay =0 (mod t), adica toti acesti
—_— T =

pr ori  pg ori pr ori

ax, sunt multipli de forma dorita ai lui . Avem ap = 11...1(108P% +2-107Px 4. .. +8-10P* +9) =

pr ori

11...1(108 +2-10" +... +8-10+9) = 0 (mod ¢).

pr ori
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OBJ.48. Aflati cel mai mare numar real n pentru care inegalitatea
a® + 8+ +nabc< 1 + nabc (ab + be + ca)

are loc pentru orice a,b,c >0cua+b+c=1. o
Mugurel Alex. Sz8ros

1 1
Solutie: Pentru ca inegalitatea sa fie verificatd de a = b = ¢ = 3 trebuie ca 3 - P +n- 77 <
1 3
1+n- 37 3 adicd n < 40. Vom demonstra ca inegalitatea are loc pentru n = 40, de unde va

rezulta cid cea mai mare valoare a lui n pentru care inegalitatea este indeplinita este n = 40.
Vom arita ca a®+b° +c® +40abc(a+b+c)? < (a+b+c)®+40abc (ab+be+ ca). Desficand paran-
tezele si reducand termenii asemenea, inegalitatea revine la 20(a®be + ab®c + abc?®) + 10(a?b?c +
a?bc? + ab*c?) < 5(a*b+atc+bra+be+ cta+ b)) +10(a3b? + adc? + b2a? + b3c? + 2a® + A3b?).
In termenii sumelor simetrice care intervin in inegalitatea lui Muirhead, inegalitatea se scrie
10[3,1,1] 4+ 5[2,2,1] < 5[4,1,0] + 10[3,2,0]. Cum [2,2,1] < [4,1,0] si [3,1,1] < [3,2,0], din ine-
galitatea lui Muirhead rezulta imediat concluzia.

Altfel, evitand apelul la inegalitatea lui Muirhead:

Adunand inegalitatile evidente 2abc < a®b? + a3c? si analoagele, obtinem ca 20(a3bc + ab®c +
abc?®) < 10(a®b? + a®c? + b2a? + b3 + c3a? + 3b?), iar adunand inegalititile 2a2b%c < a'c+biesi
analoagele, obtinem ca 10(a?b?c + a?bc? + ab*c?) < 5(a*b + a*c + b*a + b*c + c*a + ¢*b), de unde
concluzia.

0BJ.49. Fie z,y,z € (0,00) cu .+ y + z < 3. Aratati ca
1 n 1 n 1
z+a3  y+yd 24237

1 1 1 1 1
Solutia 1: Putem scrie = — x Inegalitatea de demonstrat devine astfel —4+—4— >
T Yy z

N | W

Marian Cucoanes

z+a23 1z 1422
3 x Y z 1 1 1 9 9 . . . .
5-1— g + 142 + 12 Dar = +§ +; = m > 3 = 3 (inegalitatea dintre media
x . Y

1+y?

1

de vizut ca % < 3 si analoagele, de unde rezulta imediat inegalitatea dorita.
x
1 3

prapecs > 5 % Adunata cu analoagele, da inegalitatea

+ < 3. intlr—audevar7 este ugor

o . . 3
armonica gi cea aritmeticd), in vreme ce — +

2 1+ 22 1422

Solutia 2: Se demonstreaza ugor ca

dorita.
Generalizare: (Marin Chirciu, Gheorghe Stoica) Fie x1, 24, ..., 2, € (0,00), cu z1+zo+.. .42, <
1 1

n
n. Aratati ci are loc inegalitatea: T+ 3t t—]—=25
r1+xy T2+ TH Ty +xy 2

OBJ.50. Fie n un numar natural nenul. Demonstrati cd exista n numere intregi care au suma 0

si produsul n daci gi numai daca n este divizibil cu 4.
* k%

Solutie: Dacad n este impar si x1,22,...,T, € Z au suma 0 gi produsul n, trebuie ca toate x;-
urile s& fie impare si deci ca o sumi de un numar impar de numere impare si fie 0, ceea ce
nu se poate. Daca n este par, printre cele n numere avem un numéar impar de numere impare
(pentru ca suma si poatd fi 0) si cel putin un numir par. Cum n este par, avem ci cel putin
doud dintre numerele x; sunt pare, deci n trebuie sd fie multiplu de 4. Reciproc, daca n este
multiplu de 4, distingem doua cazuri: I. n = 8k, £k € N*, gsi II. n = 8k + 4, £k € N. In primul

caz putem lua numerele 2,4k, —1, —1, ..., =1, 1,1,...,1. In al doilea caz putem lua numerele
—_—— ) ——
6k numere 2k—2 numere
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2 4k +2, —1, —1,...,—1, 1,1,...,1.
—_— ——
6k+1 numere 2k-+1 numere

OBJ.51. Centrul O al cercului %] se afla pe cercul 65. Cele dou cercuri se taie in punctele X si
Y. Punctul Z este in exteriorul cercului %7 si totodata pe cercul %5. Stiind ca XZ =13, 0Z = 11
si YZ =7, aflati raza cercului 6.

Concurs SUA, 2012
Solutie: Patrulaterul X OY Z este inscriptibil, deci unghiurile <Z X O si <ZY O sunt suplementare.
Notand OX = OY = r i aplicand teorema cosinusului in triunghiurile ZXO si ZY O, obtinem
112 =72 + r2 — 14r cos(<aZY O) si 112 = 132 4 r? — 267 cos(<Z X O). Folosind ca cos(<ZY 0) =
—cos(<«ZX0), inmultind prima relatie cu 13 si a doua cu 7 si adunand relatiile obtinute, gasim
20-112 = 72-13 4132 - 7+ 2072, de unde 2 = 30, adica r = v/30.

OBJ.52. Intr-un amfiteatru, locurile sunt dispuse intr-o retea dreptunghiulard. La cursul de
analizd, In amfiteatru erau exact 11 biieti in fiecare rand si exact 3 fete in fiecare coloani. In
plus, doua locuri erau goale. Care este numéarul minim de locuri existente in amfiteatru?
Concurs Cehia, 2013
Solutie: Notam cu 7 §i ¢ numéarul randurilor, respectiv coloanelor amfiteatrului. Stim ca rc =
117 + 3¢+ 2, ceea ce revine la (r —3)(c— 11) = 35. Avem variantele r —3 =1, c— 11 = 35 (caz in
carerc =4-46 =184),r—3=5,¢—11 =7 (care duce larc =8-18 = 144), r—3=7,c—11 =5
(sirc=10-16 = 160) si r —3 = 35, ¢ — 11 = 1 (adica rc = 38 - 12 = 456). Dintre acestea, cea
care conduce la un numéar minim de locuri ar fi varianta a doua, cu un amfiteatru cu 8 randuri
si 18 coloane. Mai trebuie insd demonstrat ca putem cu adevirat plasa studentii intr-un astfel
de amfiteatru respectand conditiile din enunt. Iatd o asemenea plasare (B=biiat, F=fata, G=loc

gol)

F B BBBBTFTFVFDBIBIBIBIBTFF F B
F F BBBBIBTFVFTFUBDBIBIBUBF F B
F F F BBBIBUBVFTFTFDBIBIUBIBB F B
B FFF BBDBDBIBPFTFTFDBUDBUBDBB F
B BFFFBBDBIBIBTFTFTFBUDBDB B F
B B BFFFBDBIBIBUDBTFTFTF BB B F
B B BBFUFTFBBIBUBUBTFVFTF BB G
B BBBBVFTFTFBUBUBIBIBFTFTF B G
RMT 4/2014

OBJ.53. Fie a € (0, 3]. Aratati ca daca x,y, z € (0,00) au suma a, atunci /y +yv/2 + zy/x < a.

Traian Tamaian

CBS
Solutie: Avem (x\/y +yv/z + 2v/x)* = (VT - JTY + VY- VY2 +VzZ - Vzz)? < (z+y+2)(ay+
2 3
yz+z2z) < (x+y+2)- W = % < a?, de unde concluzia. Egalitatea are loc daci a = 3

size=y=2z=1.

OBJ.54. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Notam cu A’, B’, C’ punctele
diametral opuse punctelor A, B, respectiv C' si cu M, N, P simetricele punctului O fata de
laturile BC, C'A, respectiv AB. Aratati ca MA'=NB' =PC’.

Titu Zvonaru si Neculai Stanciu
Solugie: Se gtie ca A’ este simetricul lui H, ortocentrul triunghiului ABC, fatd de mijlocul lui
[BC]. Dar si M este simetricul lui O fatd de mijlocul lui [BC], deci OHM A’ este paralelogram
(posibil degenerat), prin urmare M A’=0H. Analog, NB'=0H gi PC'=0H, de unde concluzia.
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OBJ.55. Aratati ca daca a, b, c > 2, atunci a® + b2 + ¢ + 4(abc + 1) > 8(a + b + ¢).

Catalin Cristea
Solutie: Deoarece a,b,c>2, avem (a—1)(b—1)(c—1)>1, adica abc=>ab+bc+ca—a—b—c+2>0.
De asemenea, a2 — 4a + 4 > 0, adica a® > 4a — 4 si analoagele. In plus, avem (a—=1(b-1)>1,
adica ab > a +b si analoagele. Atunci a® +b> + ¢ +4(abc+1) > 4a —4+4b—4+4c— 4+ 4(ab+
bce+ca—a—b—c+2)+4=4(ab+bc+ca)=4(a+b+b+c+c+a)=28(a+b+c). Egalitate
avem pentru a = b =c = 2.

OBJ.56. Care este cea de-a 73-a cifra de la coadd a numarului (111...11)2?
——
112 cifre
Concurs KoMaL, Ungaria, 2001
Solutie: Scriind unul sub altul numerele 111...11 si 111...11 si efectuand inmultirea, se vede ca
—_— —_—
112 cifre 112 cifre
cifra cautata este cea de-a 73-a cifra de la coada a numarului 111...11+
—

73 de cifre
111...110 + 111...1100 + ... + 11000...00+1000...00 = 1071 + 10 107 -1 + 102
= 9 9
72 de cifre 71 de cifre 71 de cifre 72 de cifre
1071 —1 102 — 1 10—-1 1
T+...+1071~T+1072~T = 5-(73-1073—(1+10+102+...+1072)) =
1 1 -
g (73-107 — 111...11) = g 72888 ...889 = 800 * ... * x, deci cifra cautata este 0.
73 de cifre 72 de cifre 71 381§ifre

OBJ.57. Scrierea in baza 10 a unui numar consta din 3 cifre de 3. Aflati cea mai mare putere

a lui 3 care divide acest numér. o o
Olimpiadd Marea Britanie 2013

Solutia 1: Demonstram prin inductie dupd n ca numirul, notat x,,, care consta din 3" cifre de 3,
se divide cu 3"*!, dar nu i cu 3" 2. Pentru n = 0 afirmatia este evidenta. Presupunand afirmatia
adevarata pentru z,,, grupam cele 3" %! cifre de 3 ale lui z,,,; in 3 grupe de cate 3. Obtinem ca
Tpi1 = () (x0)(2n) = £,(10%3" +103" + 1). Din ipoteza de inductie, primul factor se imparte
cu 3" (dar nu si cu 3"F2), iar cel de-al doilea, avand suma cifrelor 3, se imparte cu 3, dar nu
si cu 9. Asadar exponentul lui 3 in descompunerea lui z,41 este n + 2 si inductia este Incheiata.
In particular, exponentul lui 3 in descompunerea in factori primi a lui x9913 este 2014.

Solutia 2: Folosim LTE (Lifting the Exponent Lemma): In cele ce urmeazi, vp(x) desemneaza
exponentul lui p in descompunerea in factori primi a lui . Dacd z,y € Z, n € N* gi p este un
numar prim impar astfel incat p | z —y, pt x, p1y, atunci v, (2™ — y") = vp(x — y) + vp(n).

— 1. Conform LTE, v3(3N) =

Daca notdm cu N numaérul din enunt, atunci 3N = 103*""

v3(10 — 1) + v3 (32013) = 24 2013 = 2015, deci v3(N) = 2014.

OBJ.58. Pe o dreapta se considera 2n + 1 puncte. n + 1 dintre acestea se coloreaza cu rosu,
iar celelalte n cu albastru. Ardtati cd suma lungimilor segmentelor care au capetele de aceeasi
culoare este mai micd decat suma lungimilor segmentelor care au capetele de culori diferite.
prelucrare Andrei Eckstein
Solutie: Ne uitdm la un segment [z,y] cu capetele in dousd puncte consecutive din cele 2n + 1.
Notam cu 75, as numarul punctelor rosii, respectiv albastre situate la stanga lui y (x este si
el numarat undeva) si cu rq, ag numiarul punctelor rosii, respectiv albastre situate la dreapta
lui . Lungimea lui [z,y] va fi numarata de as - aq + 75 - 74 ori la segmentele cu capetele de
aceeagi culoare gi de as - T4 + ag4 - 75 ori la segmentele cu capetele de culori diferite. Cum 1nsa
Qs aqg+7s T4 < a5 Tg+aqg-rs < (as—71s5)(ag—rq) <0 & (as—rs)((n—as)—(n+1—rs)) <0<
(as —rs)(as — s + 1) = 0, ceea ce este adeviirat pentru orice numar intreg m = a5 — rs. Asadar
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fiecare segment este numarat cel putin de atétea ori in componenta segmentelor bicolore ca in
componenta celor monocolore. Facand suma dupéa toate aceste segmente se obtine proprietatea
dorita.

OBJ.59. Fie n € N*. Aritati ca numerele [/n] si {?} + [%} +-F [%} au aceeagl paritate.
Gheorghe Stoica

Solutie: Fie a, = [\/n] si by, = [%} + [g] + e [%} Evident, a; = b; = 1. Apoi ani11 = an

dacd n + 1 nu este patrat perfect si a,+1 = a, + 1 in caz contrar. Asadar paritatea termenilor
sirul (ay) se schimba atunci cand rangul este patrat perfect.

n .
Deoarece [E} reprezintd catul Impartirii lui n la k, putem observa ca, pentru orice k € 1,n + 1,

1
{n i ] - [E} este fie 0, dacd k1 n+ 1, fie 1 dacd k | n + 1. Prin urmare b,41 — b, = o(n + 1)

k k
adicad numarul divizorilor lui n+ 1. Acesta este impar daca si numai dacd n+1 este patrat perfect,
prin urmare paritatea termenilor girului (b,) se schimba atunci cand rangul este patrat perfect,
adicd simultan cu (a,). Prin urmare, a, si b, au, pentru orice n € N* aceeagi paritate.

0BJ.60. Fie O un punct mobil in interiorul triunghiului ABC, OANBC = {A’} (analog B’, C"),

AA// BB// CC//

OA” OB" 0C"
Gheorghe Sz6lldsy

Solutie: Demonstram mai intai ca punctele A’ si A” sunt conjugate armonic in raport cu A si O,

. AAY AA AA" AA d(A,B'C’) d(A, BC) Sapc SaBC
dica = A = PN = PEN = PN
A o T oa M oar T o4 T 4(0,B'CY) ~ d(0,BC) ~ Somc  Sosc

Soper _ Sapcr & OB"-0C" _ AB"- ACY relatie care se obtine aplicand teorema lui
Sosc  Samc OB-0OC ~ AB-AC’ P
Menelaus in AOB’C cu transversala A — C’ — B si in AOC’'B cu transversala A — B’ — C

si iInmultind relatiile obtinute.

OANB'C'={A"} (analog B”, C"). Determinati minimul produsului

AA" BB" CC" AA" BB' CC' o BA’
Conform celor demonstrate mai sus, o o = S S - ' E. Fie .=,
cB A OA" OB" OC OA" OB OC CA
A5 - Y, BO — z, cu x,y,z > 0 i 2yz = 1 (teorema lui Ceva). Folosindu-ne de relatia lui

1 1
vanAubel,avemE:(l—l—z—l—y)(1+x—|—z)(1+y—|—) §/7 \/7 \/7—27 deci

min £ = 27, minimul realizandu-se pentru x = y = z = 1, adica pentru O = G.

RMT 2/2015

a? b2 c? 3(a+b+c)
+ + > .
B+c3  A+ad  a®+b03 7 2a®+b02+2)
Marian Cucoanes
Solutie: Amplificam fractiile cu a?,b?, ¢? si aplicim inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz:
a’ b ct N (a® + b2 + c?)? 2 3la+tbto)
a?b3+a?c? * b2c3+-b%a3 +02a3+02b3 T a3 +adc?+b3a?+b3c?+cBa?+c3b? T 2(a?+-b%+¢?)
suficient sa demonstram ca 2(a?+b%+c?)? > 3(a+b+c)(a®b?*+a>c?+b2a? +b3 2 +c3a+c3b?). Efec-
tuand calculele si folosind notatia [a,b,¢] = > 2%"2¢, ajungem la [6, 0, 0] + 3[4, 2, 0] +2[2, 2, 2] >

sim

3[3,3,0] + 3[3,2,1]. Aceasta inegalitate rezultd din adunarea inegalitatilor:

OBJ.60. Fie a,b,c € (0,00). Arditati ca

. Este
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[6,0,0] + [2,2,2] > 2[4,2,0] (inegalitatea lui Schur scrisa pentru a?, b2, c2),
[4,1,1] + [2, 2, 2] > 2[3,2,1] (inegalitatea lui Schur scrisd pentru a, b, ¢ si inmultita apoi cu abe),
[4,2,0] [4,1,1) (Mulrhead), [4,2,0] > [3,2,1] (Muirhead) si 3[4,2,0] > 3[3,3,0] (Muirhead).

Egalitatea are loc dacd a =b=rc.

OBJ.61. Daca z,y,2 > 0si o +y + 2z = 3, aratati ca 22 + 3% + 22 + 2yz +2 > 2(xy + yz + 21).
Marin Chirciu

Solutie: Omogenizam, adica rescriem ecuatia echivalent:

(22 + 12 +22)(x 4y +2) oy 42 <£E+y+z>3 - (xy +yz+ zz)(z +y + 2)
3 3 3
calculele, ajungem la 11(x3 +y3 + 23) > 3(2?y + 3?2 + 222 + 2y? + y22 + 20?) + 152y2, inegalitate
care rezultd din inegalitatile 23 + y® > 2%y + xy? (si analoagele) si 23 + ¥ + 23 > 3zyz (medii).
Alternativ, se putea folosi inegalitatea lui Muirhead. Egalitate avem dacd z =y = 2z = 1.
Remarca (Titu Zvonaru): In mod aseminitor se poate demonstra urmitoarea inegalitate mai
tare: dacd x,y,z > 0si x+y+ 2 = 3, atunci 2 +y? + 22 + xyz > 4. Dupi omogenizare se ajunge
la 5(z3 + y3 + 23) + 3ayz > 3(x?y + 2y + 222 + 222 + y?2 + y2z?) care rezulta prin adunarea
inegalitatilor: 23 + y3 + 23 + 3wyz > 2%y + xy? + 222 + 222 + y?2 + y2? (inegalitatea lui Schur)
cu 2% + 32 > 2%y + 292 (si analoagele).
Inegalitatea de mai sus este mai tare decat cea din enunt pentru ca x + y + z = 3 implica
vy +yz+ 20 <3, deci 22 + 3% + 22 +xyz +2 > 6 > 2(ay + yz + 21).

. Efectuand

OBJ.62. Demonstrati ca dacd a; > as > ... > a, > 0, atunci

aq as n—+1
T+ 34‘ a1+*a2+ a3+ -+ Qn .

Titu Zvonaru st Neculai Stanciu

/ / 3
Solutie: Vom demonstra afirmatia prin inductie. Pentru n = 2, /a7 + C;—Q > yJap + §a2

revine prin ridicare la patrat la /2a1as > as, adicd la 2a; > ao, adevarat, deoarece a1 > ao.
Presupunand afirmatia adevarata pentru n numere a; > as > ... > a, > 0, o vom demon-
stra pentru n 4+ 1 numere, a1 > a9 > ... > an > an+1 > O Este suficient sa demonstram

\/ +—-ax+-az+.. + + —nrl —|— —I— +...+ ntl + +
a a a an a a a an, Aptl-
17502 3 3 1 1 2 3 1 1

Dupa ridicare la patrat si reducerea termenilor asemenea, ajungem la

3 4 1
2\/(a1+a2+a3+...+n+ an) . On+1 > a1, apoi la

2 3 n n+1"—

3 4 n+1
2\/a1+a2+a3+...+ an >/ (n+ 1Danptq.
2 3 n
3 4 1 3 1
Deoareceal—i-fag—i—fag—i—...—|—n+ ay > 1—|—7+...—|—n+
2 3 n 2
n+1

) an+1, este suficient sa demon-

n+1
n

3 3
strémcé4(l+2+...+ )ZnJrl,adevératdeoarece4(1+2+...+ )>4n>

n+ 1.

OBJ.63. Prelungirea medianei AA" a triunghiului ABC, A" € BC, intersecteaza a doua oara
cercul circumscris in punctul D. Aritati ca AB-AC +DB-DC < AD?. In ce caz avem egalitate?

Gheorghe Sz6lldsy
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Solutie: Din puterea punctului A’ fatd de cerc rezultd ci A’D = . Din teorema medianei,

mg
2DB? +2DC? — ¢?
A'D? = + 1 " —a ,deci AD? = (m,+A'D)? = m2+2m,- A’ D+ A’ D?. Inegalitatea din
202 4 2¢2 — a? 2 2DB? +2DC? — 42
enunt, se scrie echivalent AB-AC+DB-DC < # +2myg - 4(1 + * 1 ¢
mMq

adica 2bc + 2DB - DC < b* + ¢ + DB? + DC?, adica (b —¢)? + (DB — DC)? > 0, ceea ce este
evident. Egalitate avem daci AB = AC.
Remarca: A se vedea gi nota , O extindere a problemei OBJ.63” din prezentul numar.

OBJ.64. Aratati ca oricare ar fi z,y,z € (0,00), daci z +y+ 2z =1gi > y > z, atunci are loc

inegalitatea
vz 22 %y S yz? za? xy?

r+yz yYy+zx z4+xy x+yz+y+zx+z+xy'

Vasile Peita
Solutie: Avem x +yz = x(x +y+ 2) + yz = (x +y)(x + 2) si analoagele, deci inegalitatea se scrie

Y2z 22 %y yz? za?

Crets) Growie)  GraGty - GinEia)  Grawie |
zy? Y2z —yz? 22x — za? %y — xy?
(z+z)(z+y) @+ +2) G+ay+e)  Gra)E+y)
ajungem la yz(y? — 22) + z2(2? — 22) + zy(2? — y?) > 0, adica la yz(y? — 22) + ay(2? — y?) >
rz(2? —2?). Scriind 22 — 22 = (2% —y?) + (y? — 2?), inegalitatea revine la (yz —x2)(y* — 22) + (vy —
w2) (2% —y?) > 0, sau (z —y)(y —2)(2® + 2y —yz—2%) > 0, deci (z—y)(y —2)(z —2)(x +y+2) > 0,
care este evidenta. Egalitate avem daca cel putin doua dintre variabile sunt egale.

echivalent

, adica > 0. Eliminand numitorii,

OBJ.65. Fie ABC un triunghi isoscel, cu AB = AC. Daca punctele D € (BC) si P € (AD)
1
sunt astfel incat <BPD = <BAC si m(<DPC) = 3 m(<BAC), demonstrati ca BD = 2CD.

Bogdan Ionita si Titu Zvonaru
Solutie: S& remarcam mai intai cd m(<PAC) < m(<DPC) = 1m(<A), deci m(<PAB) >
3 m(<tA). De asemenea, m(<ABP) = m(<DPB) — m(<BAP) = m(<A) — m(<BAP) =
m(<CAP) < 3 m(<A) < m(<BAP). Rezulta atunci din triunghiul ABP ca AP < BP.
Construim X € (BP) astfel ca BX = AP. Atunci A BAX = A ACP (LUL). Rezulta ca
m(<AXP) = m(<ABX) + m(<BAX) = m(<PAC) + m(<ACP) = m(<DPC) = § m(<A).
Dar si m(<PAX) = 2 m(<A), deci triunghiul PAX este isoscel, cu PX = PA = BX.

BD  dapp sin(<BAD) sin(<BAP) BP _

Ded A —— = = - B >
educem c& ~— Aacp  sin(<CAD) ~ sin(<ABP) AP

0BJ.66. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia 11% — 2% = g2,

Gheorghe Stoica
Solutie: x = 0=y =05l z =1 = y = 3; gisim solutiile (0,0) si (1,3). Dacd > 2, atunci 4 | 2*
gi 112 = (—=1)* (mod 4) implicd x par (y este impar, deci y?> = 1 (mod 4)). Daca z = 2k, avem
22k — (11% — )(11% 4+ y), deci 11%¥ —y = 2%, 11¥ 4y =2Y, cu u,v € N, u < v, u + v = 2k. Prin
adunare, 2 - 11% = 2% + 2¥  deci fie u = v = 0 (adich x =y = 0), fie w = 1 i v = 2k — 1. Atunci
11F = 14222 < 1 + 4F < 11*, absurd, deci in acest caz nu mai obtinem solutii.

23



RMT 4/2015

OBJ.67. Fie A’ € (BC) piciorul bisectoarei din A a triunghiului ABC, iar D, E astfel incat
B € (AD), BD = AC, respectiv C € (BE), CE = BA'. Dacd DA’ N AE = {F}, ardtati ci

BF || DE. I
Gheorghe Sz6lldsy

A'C AC CA+ BA
- _ p . . . A0 A0 L. tA+BA
Solutie: Fie {M} = AA’ N DE. Din teorema bisectoarei, 1B 1B’ adica BA
A’B—&-A'C@BD—&-BA_CE+A’C@AD_A’E Din t Iui Menel —
B BA = 1B A5 = 4 Din teorema lui Menelaus in tri-
DM DA A'B AB DM EF

unghiul BDFE rezulta = 1. Din teorema lui Ceva, deci, cum

ME BA AE BD EM FA’
AB AF _. . - .
DM = ME, avem BD - EF- Din reciproca teoremei lui Thales rezulta concluzia.

OBJ.68. Daca a, b, c > 0 sunt astfel incat a + b+ c =1 gi n > 5, ardtati ca

n(a? + 0% + %) <3(n—3)(a® + b3 + ) + 1.
Cand are loc egalitatea? Marin Chirciu
Solutie: Omogenizam inegalitatea, adica o scriem echivalent n(a?4+b2+c?)(a+b+c) < 3(n—3)(a+
b3+c3)+(a+b+c)?. Efectuand calculele, ajungem la (2n—8)(a3+b3+c3)+6abc > (n—3)(a?b+a’c+
b2a+b%c+c?a+c?b), inegalitate care rezulta din adunarea inegalitatilor (n—5)(2a®+2b% +2¢%) >
(n—>5)(a?b+a’c+b*a+b2c+c?a+c?b) si 2(a®+b>+c3 +3abe) > 2(a*b+a’c+b%a+b*c+c2a+cb).
Prima inegalitate se scrie (n — 5)[(a + b)(a — b)? + (b + ¢)(b —¢)? + (¢ + a)(c — a)?] > 0, iar a
doua este inegalitatea lui Schur. In prima avem egalitate daca n = 5 sau dacd a = b = ¢, In cea
de-a douadacaa=b=csaua=0, c=0saub=c, a=0sauc=a, b=0. In concluzie, daca

1 1 1
n =5, atunci avem egalitate pentru cazurile a = b =c = 5; a=b= 5’020; b=c= 2 a=20
1
sic=a= 3 b= 0. Daca n > 5, atunci avem egalitate numai daci a =b=c= 3

OBJ.69.a) Demonstrati cd pentru orice numere naturale nenule a gi b existd gi sunt unice
numerele z,y € N*, prime intre ele, astfel incat si aiba loc egalitatea:

(az + by)? = (a® 4+ V%) (2% + ).

b) Fie n un numir natural care nu este patrat perfect si care are cel putin sase divizori naturali.
Aratati cd putem alege patru dintre ei, fie acestia x < y < z < t, astfel incat cel mult unul dintre
ei sa nu fie divizor propriu, iar numarul (22 + 3?)(22 + t2)(2? + 22)(y? + t?) sa fie patrat perfect.
Lucian Petrescu
Solutie: a) Relatia este echivalenta cu (ay — bx)? = 0, deci cu ay = bx. Daca d = (a,b), a = dd’,
b = dV', trebuie ca a’'y = V/z. Cum (a’,b’) = 1, rezultd ca o’ | z. Dacd z = ka’, atunci y = kb’ i,
g LY = g exista si sunt unice.
b) Daci a si b sunt numere naturale nenule, iar d = (a,b), m = [a, b], cum ab = dm, din punctul
anterior rezulta ca (ad 4 bm)? = (a2 +m?) (b2 4 d?) si (am+bd)? = (a® +d?)(b? +m?). Inmultind
cele doua egalitati rezulta (a2 + d?)(b% +m?)(d? +b?)(a® +m?) = [(ad +bm)(am + bd)]?, adica un
patrat perfect. Asadar, in baza egalititii anterioare, pentru numéarul natural n care are cel putin
sase divizori, putem alege y = a, z = b doi divizori proprii astfel ca ab # n, apoi x = d = (a, b)
sit =m = [a,b] gi concluzia este astfel demonstratd. Daca d = 1, atunci m este divizor propriu,
deci cel mult unul dintre numerele d, a, b, m nu este divizor propriu al lui n.

cum (z,y) = 1, rezultd k = 1. Agadar numerele z =
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OBJ.70. Aratati ca pentru orice n € N* exista numerele a,b € N* astfel incat numarul 3¢ + 3°
sa fie divizibil cu 77.
Gheorghe Stoica

Solutia 1: Avem 3% = —1 (mod 7). Vom demonstra prin inductie ci 37T = (mod 7™).
Intr-adevar, daca u = 3- 771, atunci 37% +1 = (3% 4 1)(30% — 35% 4 34 — 33w £ 32v _3v 1 1), Daca

%= —1 (mod 7"), atunci 7 | 36% — 35% 4 34w — 33u 4 32¢ _ 3% 4 1 i astfel 37 = —1 (mod 7"+1).
Prin urmare, putem alege b € N* arbitrar sia = b+ 3- 7"~
Solutia 2: Din Lifting the Ezponent Lemma rezultd cd, dacd m este impar, vy(27™ + 1™) =
v7(m) + v7(28), deci putem alege m = 7"~ gi atunci v7(3%7" " + 1) = n. Putem alege a,b € N*
cua—b=3.-7""%

OBJ.71. Doi copii, Ana si Bogdan, joacid urmitorul joc. In coltul din stanga-jos al unei table
patrate 2015 x 2015 este plasat un jeton. Cei doi copii mutéa alternativ jetonul, fie cu doua patratele
in sus, fie cu trei patratele catre dreapta. Ana muta prima. Cine nu mai poate muta, pierde. Care
din cei doi copii are strategie castigatoare?

Andrei Eckstein
Solutie: Numerotam liniile si coloanele pornind din stanga jos. Jocul se disputd numai pe liniile
impare si pe coloanele cu numar de forma 3k + 1. Daci stergem celelalte linii si coloane, jocul se
disputa pe o tabld cu 1008 linii si 672 de coloane, iar jucitorii muta fie cu un patratel in sus, fie
cu unul la dreapta. Colordam tabli redusa ca pe o tabla de gsah, cu coltul din dreapta-sus negru.
Astfel, vor fi negre toate patratelele care au suma dintre numérul liniei i numaérul coloanei pari,
iar celelalte vor fi albe. In particular, patratelul initial, avand aceastad suma egald cu 1 + 1, deci
para, este negru. Astfel, Ana va urma mereu la mutare cu jetonul aflat pe un patratel negru si va
lasa jetonul pe un patritel alb. Singura pozitie in care jocul se terminéa este cu jetonul in coltul
din dreapta-sus. Acesta fiind negru, la mutare va fi Ana, deci Bogdan va castiga indiferent cum
muta.
Altfel: Pe tabla redusa, fiecare mutare creste suma coordonatelor cu 1. Initial suma este 2, la final
ea este 1680, deci pani cand jocul se termina se vor face exact 1678 de mutari, deci ultimul care
muta este Bogdan.

OBJ.72. Fie a, b, ¢,d numere reale astfel incat a,b,c>1>d>0sia+b+c+d=4.
a) Aratati ca 5 < (a +b)(c+d) + ab+ cd < 6.
b) Aratati ca 2 < ab(c+ d) + cd(a + b) < 4.

Leonard Giugiuc, Diana Trailescu, Siva Nagi Reddy Modugula
Solutie: Mai intai vom demonstra inegalitatile mai simple, adica cele din dreapta. Acestea au loc
pentru orice a,b,c,d >0 cua+b+c+d=4.
e Stim ca 3(a+b+c+d)? —8[(a+b)(c+d) +ab+ecd = (a—b)?+ (a—c)*+ (a—d)?+
(b—c)?+ (b—d)? + (c —d)? > 0, cu egalitate daca si numai dacd a = b = ¢ = d = 1. Atunci
48 — 8[(a + b)(c+ d) + ab+ cd] > 0 implica (a + b)(c+d) + ab + cd < 6.

e Avem 6(abc + abd + acd + bed) (S) (ab+ac+ad+bc+bd+cd)(a+b+c+d) <64, de
unde ab(c + d) 4+ cd(a + b) < 4. Inegalitatea (x) este echivalentd cu 3(abc + abd + acd + bed) <
(@%b + a’c + a®d + b%a + b%c + b?d + c?a + b + c*d + d?a + d?b + d>c) si rezulta din adunarea
inegalitatilor 3abc < a?b + b?c + a, 3abd < ab® + bd?® + da?, 3acd < ad? + dc? + ca? si
3bcd < bc? + cd? + db? care sunt evidente din inegalitatea mediilor. Alternativ, inegalitatea
(%) este consecintd directd a inegalitatii lui Muirhead: ea se scrie [1,1,1,0] < [2,1,0,0]. Egalitate
avem pentrua=b=c=d = 1.

e Notam expresia E(a,b,c,d) = (a+b)(c+d) + ab+ cd. Este evident ca E(a,b, c,d) > E(a,b,c+
d,0). Notand a = z, b = y, ¢+ d = z, este suficient si aratam ca dacd z,y,z > 1 au suma 4,
atunci E(z,y,2,0) = a2y +yz+22 > 5. 0ri (x —1)(y—1) >0 < 2y > x+y — 1, de unde
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2y +yz+zx > 2(x+y+ 2) — 3 = 5. Egalitate avem dacd dou#i dintre numerele x,y, z sunt
egale cu 1, iar cel de-al treilea este 2 si, in plus, E(a,b,c,d) = E(a,b,c+ d,0) adicd d = 0 si
(a7 b, C) € {(1’ 1, 2)7 (1a 2, 1)7 (27 1, 1)}

e Notam expresia F(a, b, c¢,d) = ab(c+d)+cd(a+b). Este evident ca F(a,b, c,d) > F(a,b,c+d,0).
Notand a = x, b = y, ¢ + d = z, este suficient sa aratim ca daci z,y,z > 1 au suma 4, atunci
F(x,y,2,0) =2yz>2.0ri (z—1)(y—1)(z—1) >0 ayz >ayt+yz+z2e —z—y—2z+1>
5—4+1 =2, cu egalitate in aceleasi conditii ca in inegalitatea precedenta.

OBJ.73. Fie ABC un triunghi oarecare. Spre exteriorul triunghiului construim triunghiul echi-
lateral A BC'A; si triunghiurile A ABCy ~ A ACB4 avand m(<t BAC4) = m(<CAB4) = 30°.
Demonstrati ca dreptele AA; si B4C 4 sunt perpendiculare.
Petru Braica

Solutia 1: Construim CaP 1 AB, BaQ L AC, AS L BsCyu, P € AB, Q € AC, S €
BACy4. Rezulta ca patrulaterele ASPCy si ASQB4 sunt inscriptibile. Rezultd cd m(<PSCy) =
m(<@QSB4) = 30°. Ducem BT | PS, Ty € (AS. Atunci j—; = j—g = ich
dacad ducem CT; || QS, Tz € (AS, vom obtine :44—;; = iBé‘ -cos 30° = 1%4
Ty =T "2 T. Avem m(<BTA) = m(<PSA) = 30° + 90° = 120° si, analog, m(<CTA) = 120°,
deci T este punctul lui Torricelli al triunghiului ABC'. Se stie ca A, T, A; sunt coliniare, deci
A, ST, Ay sunt coliniare, deci AA; 1. BaCla.
Solutia 2: Vom demonstra mai intai afirmatia in cazul in care ABy, = CBy si ACy = BCy. Se
stie cd dacd in exteriorul unui triunghi ABC construim triunghiurile echilaterale BC A, CABy,
ABC1, atunci dreptele AA;, BBy, CC; sunt concurente in punctul lui Torricelli. De asemenea,
cercurile circumscrise celor trei triunghiuri echilaterale se intersecteaza in T'. Atunci AA; este axa
radicald a cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC; si AC By, deci este perpendiculara pe linia
centrelor, B4C'4. Revenind la cazul general, dacd notidm cu By si Cy centrele cercurilor circum-
scrise triunghiurilor echilaterale construite pe laturile [AC], respectiv [AB], atunci By € (ABa si
Cy € (ACy. In plus, di ABa _AB _ ABo i BACu || BoCo. ori d

b € (AC4. In plus, din asemandri, avem AC, ~ AC ~ ACy’ eci BACy || BoCy, ori despre
ByCy am aratat deja ci este perpendiculard pe AA;.

- cos 30°. Analog,

- c0s 30°, de unde

RMT 1/2016

OBJ.74. Demonstrati ca daci x,y, z > 0, atunci
yz(y + 2) zz(z + 7) zy(z +y)
yz+a) +2z+y)? ety +aly+2)? zly+2)?+ylz+e)?
Gheorghe Sz6lldsy
Solutie: Folosind ca x(y + 2)? > z - 4yz (& x(y — 2)? > 0) si analoagele, avem ca

>3
— 4

yz(y + 2) _ yz(y +2) S yz(y + 2) _
y(z+a)?+z2(x+y)? 22y +2) tyz(y+2) Fdryz T 22(y+2) tyz(y+2) oy +2)?
yz yz

= si analoagele. Eliminand numitorii, ajungem la a arita ca
hygetalyrs) @yt o0 e

4(yz(y+2)+za(z+z)+ay(zs+y)) > 3(z+y)(y+2)(2+2), adicd 22y +2?z+y*c+y?z+220+ 22y >
6xyz care este evidenta din inegalitatea mediilor aplicata pentru cele 6 numere din membrul stang
sau rezulta din x(y — 2)? + y(z — )2 + z(z — y)? > 0.

OBJ.75. Aratati ca pentru orice a,b,c > 0 cu a + b+ ¢ = 1, are loc inegalitatea
a . b n c S 9
a?24+3b  b2+3c c2+3a 10
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Vasile Peita
a b c a? b? ¢ ©Bs
a2+3b+b2+3c+02+3a B a3+3ab+b3+3bc+03+3ca =
(a+0b+c)?
a3 + b3+ 3 + 3(ab + be + ca)
a® + b3+ ¢ —3abe = (a+b+c)(a? + b + ¢ —ab — be — ca) = a® + b* + ¢ — ab — be — ca,

Solutie: Avem

. Tinand cont de identitatea

b 2 9
este suficient si demonstram ca 3abc((1+(ailf)+ el 10’ adica Sabe 1 > 0’ care revine
1 b+e\® 1
la abc < 77 Ultima inegalitate rezultd din inegalitatea mediilor: abc < <a+3+c) = o

1
Egalitate avem dacd a =b=c = 3

OBJ.76. Aratati ca numarul 22016 4+ 32016 1y este patrat perfect si nici cub perfect.
Tonel Tudor

32016 22016 4 32016 416 yltima

Solutie: 22016 are ultima cifra 6, iar are ultima cifra 1, prin urmare
cifra 7, deci nu poate fi patrat perfect.

Daca 22016 4 32016 — 3 atunci (2672,3%72,n) ar fi o solutie nebanald a ecuatiei 2% + y® = 23,
insa potrivit Marii teoreme a lui Fermat, aceasta ecuatie nu are solutii nebanale.

Altfel: 22916 = (7+1)572 = M7 +1, iar 32016 = (28 —1)%72 = M, + 1, prin urmare 22916 432016 = 2
(mod 7). Insa un cub perfect poate da numai unul din resturile 0, 1 si 6 la impértirea cu 7 (se
arata fie calculand (7k + r)? pentru fiecare r = 0, 6, fie invocand mica teorema a lui Fermat).

OBJ.77. Fie n € N, n > 2. Aratati ca oricare ar fi numerele impare pozitive ay,as, ..., ay,

ai a2 Qp, N
numarul — + — + ...+ — nu este Intreg.

1 2 " Gheorghe Stoica
Solutie: Ne uitam la exponentul lui 2 din descompunerea in factori a numerelor 2,3,...,n. Ne
uitdm la exponentul maxim, m. Existd un singur numér care are acest exponent maxim. Intr-
adevar, dacd printre numere se afld atat 2™ (2ky + 1) cat si 2™(2k2 + 1), cu k1 < kg, atunci
printre numere se afla gi 2 (2k; + 2) = 2™+ (k; + 1) care are exponentul lui 2 cel putin m + 1,
contradictie cu alegerea lui m. Cand in suma din enunt, aducem fractiile la acelasi numitor, toate
fractiile se vor amplifica cu numere pare, mai putin cea in care apare singurul numar divizibil
cu 2. Astfel, dupa aducerea la acelagi numitor, numaratorul fractiei obtinute va fi impar, iar
numitorul va fi par, prin urmare suma din enunt nu va fi un numar natural.

OBJ.78. Fie ABC un triunghi oarecare. Notam cu P si Q proiectiile mijlocului M al laturii [BC],
pe laturile [AB] si [AC], iar cu N punctul de intersectie al segmentului [PQ)] cu mediatoarea laturii
[BC]. Aratati ca dreapta M N este o simediand a triunghiului M PQ.
Titu Zvonaru st Mihai Miculita

Solutie: Din triunghiurile dreptunghice BM P si CM () obtinem ca M P = BMsin B si MQ =

) . MP sinB
MC'sin C, deci MQ " snC
Pe de alta parte, <PMN = <B (complementare cu <PM B) si, analog, <QMN = <C, de unde

NP Syxp MPsnPMN MPsinB
rezultd cd — = = = : —

NQ  Sunqg MQsinQMN MQ@sinC

in triunghiul M PQ.

MP\? NN
(MQ) , deci [M N] este simediani

OBJ.79. Fie P un punct in interiorul triunghiului scalen ABC. Cevienele (AA;), (BB;), (CC)
sunt concurente in P. Notam cu {As} = B1C1NBC, {B2} = A1C1NAC i cu {Co} = A;B1NAB,
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iar Ag, Bs si C3 sunt mijloacele (A1 As), (B1Bs), (C1C2). Demonstrati ca punctele As, Bs, Cs
sunt coliniare.

Petru Braica
Solutie: S& aritam mai intai coliniaritatea punctelor Ay, By, Cy, apoi si observim ca punctele
Az, B3, C3 determiné dreapta Newton-Gauss a patrulaterului complet Ay B1AsBoCCs.
Scriind teorema lui Menelaos pentru triunghiul ABC' taiat de transversala A; — By — C obtinem
_AC BC, AB A C  AC, CB
ca . . =1, de unde = .
AQB ClA 310 AQB ClB BlA
. Inmultindu-le, obtinem ca A0 . 2 : Bz A = (Acl : OB . A B
’ AsB C3A ByC CiB B1A CA
lui Ceva, deci, din reciproca teoremei lui Menelaos, rezultd coliniaritatea punctelor As, Bo, Cs.
Agadar Az, B3, C3 sunt mijloacele diagonalelor patrulaterului complet A2Cy A;C5, de unde con-
cluzia.

. Obtinem relatii analoage pentru —=—
t i ge p B,C

CoB ?
si CZ 1 ) = 1 din teorema

OBJ.80. Doi copii, Ana si Bogdan, joacid urmétorul joc. In coltul din stanga-jos al unei table
2015 x 2016 este plasat un jeton. Cei doi copii muta alternativ jetonul, fie in sus, fie citre dreapta,
cu doud sau cu trei patratele. (Agsadar sunt posibile 4 tipuri de mutéri.) Ana mutd prima. Cine

nu mai poate muta, pierde. Care din cei doi copii are strategie castigatoare?
Andrei Eckstein

Solutie: Numerotam liniile de la 1 la 2015 si coloanele de la 1 la 2016 pornind din coltul din
dreapta sus (liniile le numerotam de sus in jos, coloanele de la dreapta spre stanga). Vom spune
cd ne aflam in pozitia (z,y) dacd urmam la mutare, iar jetonul se afla pe linia z, coloana y. Orice
mutare constd in micgorarea cu 2 sau 3 a uneia dintre cele doua coordonate. Multimea pozitiilor
finale (a pozitiilor din care nu mai existd mutare, adica pozitii in care cel care urmeazi la mutare,
a pierdut) este .Z = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.

Cautam o multime .Z (,a pozitiilor pierzitoare”) cu urmatoarele proprietati:

1. # C %,

2. nu existd nicio mutare a jetonului dintr-o pozitie din .Z intr-o alta pozitie aflatd tot in .Z;

3. din orice pozitie care nu se afli In ., existd (cel putin) o mutare care si-1 lase pe adversar
intr-o pozitie din .Z.

Putem considera urmatoarea multime : ¢ = {(5¢+1,55+1), (5¢+ 1,55 +2), (5¢+ 1,55+ 1), (5 +
2,55+2),(5i4+3,55+3), (5i+3,55+4), (5i+4,55+3), (5i+4,5j+4), (5i+5,5j+5) | i,7 € N}. (Nu
toate aceste pozitii ,incap” pe tabla de joc.) Se verifica usor cd aceastd multime are proprietitile
1., 2., 3. de mai sus. S& mai observim ci pozitia initiald, (2015,2016), nu este in £, deci este
cagtigatoare. Strategia de castig a primului jucdtor este de a-1 lasa mereu pe adversar intr-o
pozitie din . Prima sa mutare va fi cu 3 patritele in sus. Astfel, Bogdan va urma mereu la
mutare fiind Intr-o pozitie din £, in vreme ce Ana va muta din pozitii care nu sunt in .. (Cum
toate porzitiile finale sunt in ., Ana va avea mereu mutare, deci ea nu va pierde; cum jocul se
termind neaparat pentru ci suma coordonatelor scade mereu, Bogdan va fi cel care va pierde.)

Observatii: Jocul de mai sus este de fapt o combinatie a doud jocuri de tip Bachet, unul pe orizon-
tala gi altul pe verticala. La ambele jocuri se pot muta doud sau trei patratele, intr-un singur sens,
cu cel care nu mai poate muta pierzand. Jocul pe verticala se joaca pe o tabla 2015 x 1, iar cel pe
orizontald pe o tabla 1 x 2016. La jocul pe orizontala, al doilea jucdtor are strategie castigatoare:
daca primul jucdtor mutd k € {2,3} spre dreapta, al doilea jucitor muta 5 — k € {2, 3}, astfel ci
dupa fiecare pereche de mutari jetonul va fi intr-o pozitie M5 + 1, deci primul jucator va fi cel
care dupd 403 perechi de mutari se va afla la capatul tablei si nu va mai putea muta.

In schimb, la jocul pe verticala, primul jucator are strategie de castig: initial el muta 3 patratele
in sus, apoi el mutd in functie de ce muta al doilea jucator: daci al doilea jucator muta k € {2, 3}
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in sus, primul jucdtor mutd 5 — k € {2, 3}, astfel ca dupd 805 mutari, cea initiala si cele din 402
perechi de mutéri, jetonul se va afla pe penultimul rand si cel de-al doilea jucdtor nu va mai putea
muta.

De aici se vede care trebuie si fie strategia primului jucator: el Incepe prin a muta 3 in sus, apoi
raspunde la o mutare de k patratele a adversarului printr-o mutare 5— k ficuta in aceeasi directie.
Deoarece dupi efectuarea primei mutari, urmatoarele se fac in perechi, primul jucidtor va avea
intotdeauna la dispozitie o mutare raspuns, deci cel care raméane fard mutare este cel de-al doilea
jucator.

Va propunem si stabiliti jucdtorul castigator si strategia acestuia daca jocul se joacid pe o tabla
m X n.

RMT 2/2016

OBJ.81. Fie ABC un triunghi cu AB # AC, M si N intersectiile medianelor din B, respectiv
C, cu simediana din A. Demonstrati ca unghiurile <ABN si <ACM sunt congruente.
Gheorghe Sz6lldsy
Solugie: Fie B’, C' mijloacele laturilor
[AC], respectiv [AB], {M'} = AGNCM
!

. . MM A
si {N'} = AG N BN. Atunci o >
A A _ AM~AM/Sin(m')

amwc)  AC- AM'sin(M/AC)

AM - AGsin(MAG)  Hamq

2AB' - AGsin(GAC)  2%acm)

MG MG

2GB' ~ BG’

MG
Din teorema lui Menelaus aplicata triunghiului ABM si transversalei G — N — C” rezulti ——

BG ~
MN
NA- De aici rezultda NM' || AC. Analog, M N’ || AB. Cum mediana si simediana sunt izogo-

nale, avem <NM'G = <GAC = <NAB = <NMN’. Deducem ci patrulaterul MM'N’'N este
inscriptibil, deci <ACM = <NM'M = <NN'M = <ABN.

OBJ.82. Demonstrati c¢a daci a,b,c € (0,00) i a + b+ ¢ = 1, atunci

a n b n c S g 3
(14+bc)®  (1+ca)® (1+4+ab)3 = \10/) °
Vasile Peita

Solutie: Vom folosi inegalitatea lui Radon: dacd m,n € N* x1,%2,...,Zn, Y1,Y2,---,Yn > 0,
gt gt gl Tl 429 4. x,)" T
atunci —— 4 n > (21 + 2 n) —
Yy Y3 Y (yi4y2+.. 4 uyn)
a b c at bt ct
Avem

= >
(+0F (1 tcaP  (A+ab®  (atab®  (btab® ' (ctabo)® —
(atbtot 1 9V
(a+b+c+3abc)3—<1 1>3_ 10

) , ultima inegalitate rezultand din inegalitatea medii-

9
b+c\® 1 1
lor: abc < (a—&—g—i—c) =5 Egalitatea are loc pentrua =b=c= 3
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In general, inegalitatea lui Radon rezula din inegalitatea lui Holder, insa pentru m = 3 ea se poate
demonstra aplicand de doua ori forma Bergstrom a inegalitatii Cauchy-Buniakowsky-Schwarz:

2 2 2 2
@6, & e (i)
Y1 Yo Yn C§5 Y1 Yo Yn CBS

af | a5 )y
Y1 Ys Yn Y1 Y2 Yn Nty2+...+yn

((5U1+(E2+...+$n)2)2
ity +...+un (a4 )t

ity +... .+ (1 +y2+ ... +yn)?

OBJ.83. Numim repetare a unui numér natural nenul A = ajas...a, numéirul
Q103 ... a,a103 ... a,. Aratati ci existd o infinitate de numere naturale a ciror repetare este un
patrat perfect.

* ok ok

Solugie: Daca A este un numir de n cifre, repetarea sa este (10™ 4+ 1) A. Daca 10™ + 1 este liber de
patrate, pentru ca (10™+1) A si fie patrat perfect, va trebui ca A sa fie divizibil cu 10" +1 si atunci
A nu va mai avea n cifre. Cautand printre numerele de forma 10" + 1 constatam ca 112 | 10! +1.
Mai mult, folosind faptul c& a + 1 | a* 4 1 pentru orice k impar, rezulta ca 112 | 10*1¥ 4 1 pentru
orice k impar. Daca 1011* 41 = 112B, luand A = 102B, avem ca (10'* + 1)A = (110B)? este
2

patrat perfect si ca A are 11k cifre. Intr-adevar, 101% > A = (1?) (101% 1) >
deci A are 11k cifre.

Remarca: Exponentul 11k, cu k impar, era usor de gasit observand cid pentru n impar 10™ 41 este
divizibil cu 11 si cautand n penrtru care 112 | 10" + 1. Din Lifting The Exponent Lemma avem,
pentru n impar, v11(10"+1) = v11(10+1)4v11(n), deci trebuie v11(n) > 1, adicd n divizibil cu 11.

1
3 (10M1* 41,

OBJ.84. Fie a,b,p,q € N* astfel incat (p,q) = 1 si ag # bp. Demonstrati cd exista o infinitate
de numere intregi k pentru care numerele pk + a si gk + b sa fie prime intre ele.

Gheorghe Stoica, Petrosani
Solutie: Numerele pk 4 a si gk + b sunt prime intre ele daca si numai daca exista x,y € Z astfel
ca z(pk + a) + y(¢k + b) = 1, adica astfel ca k(pxr + qy) = 1 — ax — by. Stim cd (p,q) = 1
implicd existenta unei multimi infinite de solutii ale ecuatiei px + qy = 1, multime de forma
M = {(x0 + ng, yo — np) | n € Z}, unde (x0,y9) este o solutie particulard. Atunci alegand
k=1—ax—0bycu (z,y) € M, adicd k = 1 — axg — byo — n(aq — bp), n € Z, obtinem o infinitate
de numere k cu proprietatea din enunt.

OBJ.85. Fie m,n numere reale astfel incat 0 < m < 1 < n. Demonstrati ca daca a, b, c sunt
numere reale pozitive, atunci are loc inegalitatea:

a a

2)(n—1 _ = 2 -1 — >3(n—m).
(m+2)(n )(;ma+b+c (n+2)(m )ci;na—l—b—kc* (n—m)
Titu Zvonaru
Solutie: Sa demonstram mai intai identitatea
3 a k-1 (a—b)?
_ = . 1
k+2 ZkaerJrc k+2z(ka+b+c)(a+kb+c) (1)

cicl. cicl.

3 a 1 a 1 b—a+c—a
A - - = — = =
Ve 2 Cizcl:kaerJrc Z<k+2 ka+b+c> F+2 2 katbte

cicl.
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1 b—a n 1 c—a 1 Z b—a n a—2b B
k—|—20iclka—|—b+c k—|—20idka—|—b+c_k+2 ka+b+c a+kb+c)

cicl.

1 a—>b)ka+b+c—a—kb—c k—1 a—b)?
Z( )(ka +b+ ) Z( ( )

i+ 2 (ka+b+o)latkbtec)  k+22v(katb+c)atkbte)

cicl. cicl.

adica (1) este adevarata.

a
Deoarece ZW = 1, rezultd ca pentru m = 1 sau n = 1 inegalitatea din enunt devine
a c

egalitate, presupunem m < 1 <n. Cum na+b+c > ma+b+csi a+nb+c > a+mb+ ¢, putem
(a )2 y (a—b)?
(ma+b+c)la+mb+c) ~ (na+b+c)(a+nb+c)
Folosind relatia (1) pentru k = m gi k = n, relatia de mai sus implici
m+2 m—lz (a—b)? >n—|—2 n—lz (a—b)?
( (

m—1 m+2 ma+b+c)atmb+c)  n—1 n+2 na+b+c)(a+nb+c)

cicl.

dica m + 2 3 a S n+2 3 Z a
adica | —— = . — sau
m—1 m+ 2 —ma+b+c] " n-—1 n+ 2 —na+b+c )’
cicl. cicl.
n—+2 a m+2 a 3 3
— > — .
n—1 ;na+b+c m—1 gma+b+c_n71 m—1
Prin inmultire cu (n — 1)(m — 1) < 0 se obtine inegalitatea de demonstrat.
Remarcd: Pentru m = 0 gi n = 2 se obtine problema OBJ.30..

scrie ca , cu egalitate daca a = b.

)

cicl.

OBJ.86. Fie I, centrul cercului A-exinscris triunghiului ABC, D punctul de tangenta al cercului
A-exinscris cu latura [BC| si Hg, He ortocentrele triunghiurilor I, BA, respectiv I,C' A. Aratati
cid punctele Hg, D si He sunt coliniare.

Petru Braica si Alina Ioan
Solutie: Fie {X} = Hpl, N AB i {Y} =
Hol, N AC, iar E, F proiectiile lui B, res-
pectiv C, pe Al,. Atunci m(<BHpX) =
90° — m(<HpBX) = 90° — m(<ABE) =
m(<BAE) = m(«CAF) = 90° —
m(<ACF) = 90° — m(<HcCY) =
m(<CHcY). Atunci triunghiurile drep-
tunghice HgBX si HoCY sunt asemenea

HpB H:C
(UU), deci B2 — Z¢~ Dar cum BX =

. _ HgB  H:C
ABD si CY = CD, rezulta BD — D"
In plus, HgB || HcC (ambele perpendi-
culare pe Al,), deci <HgBD = <HcCD,
ceea ce Impreund cu relatia precedenta im-
plica AHgBD ~ A HcCD.

Triunghiurile ABI, si ACI, sunt obtunzunghice, iar F si F' se afld de parti diferite ale dreptei
BC, deci Hg, He sunt de parti diferite. Atunci unghiurile Hg DB §i HoC'D sunt opuse la varf,
deci punctele Hp, D si He sunt coliniare.

OBJ.87. Doi copii, Ana si Bogdan, joacid urmitorul joc. In coltul din stanga-jos al unei table
2016 x 2015 este plasat un jeton. Cei doi copii muta alternativ jetonul, fie in sus cu un numar
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par de péatratele, fie citre dreapta cu un numér impar de patritele. Ana mutd prima. Cine nu
mai poate muta, pierde. Care din cei doi copii are strategie castigatoare? Dar daca jocul s-ar fi

desfigurat pe o tabla 2015 x 20167
Andrei Eckstein

Solutie: Vom ardta ca in ambele cazuri primul jucator are strategie de castig. Numerotam liniile
de sus in jos, iar coloanele de la dreapta spre stanga, de la 1 pana la 2015 sau 2016, dupa caz.
Daca jocul se desfasoard pe o tabld cu un numar impar de coloane, primul jucidtor va muta pe
una din primele doui linii. Pe tabla 2016 x 2015, el muta 2014 patritele in sus, pana pe linia 2,
coloana 2015. Jucétorul doi nu poate muta in sus, deci va muta orizontal, un numéar impar de
patratele, ajungand pe o coloana para. Primul jucdtor muta pana pe linia 2, coloana 1 si al doilea
jucdtor nu mai are mutare. Pe tabla 2015 x 2016, primul jucator muta in sus 2012 patratele, pana
pe linia 4, coloana 2016. Daca al doilea jucator muta 2 in sus, pana pe linia 2, coloana 2016,
primul jucator mutd 2015 la dreapta, pani pe linia 2, coloana 1, ceea ce lasid al doilea jucator
fara mutare. Daca al doilea jucitor muti spre dreapta (pana la o coloans impard), primul jucitor
muta 2 in sus, ajungand pe linia 2 a unei coloane impare. Al doilea jucitor muta la dreapta pana
pe linia 2 a unei coloane pare. Astfel, primul jucidtor va putea muta pana pe linia 2, coloana 1
lasand jucatorul 2 farda mutare gi castigand.

RMT 3/2016

OBJ.88. Aratati cd daca p1,ps,--..,P2016 Sunt numere prime mai mari sau egale cu 3, atunci
numarul 2P1 + 2P2 4 ... + 2P3016 nu este patrat perfect.

Gheorghe Stoica
Solutie: Daca p este un numar impar, atunci p?> = M4 + 1, deci 2P are ultima cifra 2. O suma
de 2016 asemenea termeni va avea ultima cifrd 2, deci nu va fi patrat perfect.

0BJ.89. Intr-un pitrat cu latura de 31 cm sunt 2016 furnici. Aratati cd cel putin doud furnici

se afla la o distantd mai mica de 1 centimetru.
Mihaela Berindeanu

R 31
Solutie: Impartim fiecare laturd a patratului in cate 44 de segmente egale, de lungime ¢ = u cm.
Prin aceste puncte ducem paralele la laturile patratului, impartind astfel suprafata patratului in
44% = 1936 suprafete pitrate mai mici. Avand 2016 puncte, vor exista micar dous care sa se afle
in aceeasi suprafata patrati. Distana dintre ele este cel mult £v/2 &~ 0,996 < 1 cm.

OBJ.90. Daca z,y,2 >0sizy+yz+ 2z =1, ardtatica z +y + 2 < zyz + Srryz

Gheorghe Szolldsy
Solutie: Eliminand numitorii, inegalitatea devine 27zyz(x+y+2) < 27(ryz)?+8. Notand a = zy,
b=yz, c=zx, stim cd a+ b+ c =1 i trebuie sd ardtam ci 27(ab + bc+ ca) < 27abc+ 8. Omog-
enizand, avem de demonstrat inegalitatea 27(ab + bc + ca)(a + b + ¢) < 27abc + 8(a + b + ¢)3.
Desfacem parantezele si reducem termenii asemenea. Inegalitatea revine la 8(a® + b3 + ¢3) >
3(ab®+a?b+bc? +b*c+ca®+c2a)+6abe si rezulta din adunarea inegalitatilor 2(a3+b3+c?) > 6abe
(inegalitatea mediilor) si 3(a3+b%) > 3(ab?+a?b), echivalenta cu 3(a—b)?(a+b) > 0, cu analoagele

acesteia. .

7

Remarcd: Marin Chirciu observa ca exact cu aceeasi metoda ca mai sus se poate demonstra cé, in

Egalitatea are loc dacd a = b= ¢, deci pentruz =y =2 =

32



9—n

7
Totusi, cu alte metode, se pot demonstra inegalitati si mai tari, dupa cum se poate vedea mai
jos.
Solutie si intarire: (Titu Zvonaru)

9
general, daca x,y, z > 0 verifici xy+yz—+zax = 1,iarn € {0, ] ,atunci z+y+z2 < nxyz+ .
TYZ

2

9 1
Vom demonstra inegalitatea mai tare z +y + 2z < Ty . (1)
4 dayz
. . 9zryz 1 . - 2 :
Intr-adevir, deoarece 1 + 1 < zyz+ este echivalentd cu 27(zyz)? < 1, relatie care
TYz z

rezulta din inegalitatea mediilor (1 =ay+yz+zx > 33 (vyz)? ), inegalitatea (1) este mai tare

decéat cea din enuntul problemei.

Prin omogenizare, inegalitatea (1) este echivalenta cu 4ryz(x +y+ 2)(zy +yz + zz) < 9(wyz)? +
(vy+yz+zx)? si, dupa efectuarea calculelor, cu z3y3 4+ y323 + 2323 + 3229222 > 23y 2 + 2322y +
Y322z + y322x + 2322y + 23y%x care este inegalitatea lui Schur pentru numerele zy, yz si zx.

OBJ.91. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi ABC'. Demonstrati ci:

a) \Jal(b+ )2 — a2+ [bl(c + )2 = 02] +y [el(a + )2 — 2] < 3, [3abe;

b) \/a(b+c—a) + \/b(chaf b) + \/c(aerfc) < 33/ abe.

Owidiu Pop $i Zdravko Stark
Solutie: a) Din inegalitatea dintre media aritmeticd si media patraticd, avem
\/a[(b o2 a2+ \/b[(c ta)?— b2+ \/c[(a +b)2— ¢ < \/:E -

. \/a[(b +¢)2 —a?] +b[(c+ a)? — b?] + c[(a+ b)? — ¢?], deci este suficient si demonstram ca

\/ab2—|—a62 — a3 +ba? + bc? — b3 + ca? + cb? — 3 + 6abe < 34/ abe,

adica ab? + ac® + ba? + b2 + ca? + cb? < a® + b? + ¢® + 3abe care este inegalitatea lui Schur.
Egalitate avem daca si numai dacd a = b = ¢. (Celalalt caz de egalitate la inegalitatea lui Schur,
doud variabile egale, a treia 0, nu convine, a, b, ¢ fiind laturi de triunghi).

Remarca: O altd solutie, care arata si ce ascunde de fapt inegalitatea de la a), este urmitoarea:

c[(a+1b)? — 2 al(b+ ¢)? — a? bl(c+a)?> —b%] _ 3v6
2abc + \/ 2abc + \/ 2abc = 2
3v6
2

, adica,

Inegalitatea se rescrie \/

folosind teorema, cosinusului, \/COS C+1+, /cosA+1+ \/cos B +1 < —— . Folosind formula

A B c 3
1+ cosx = 2cos? g, inegalitatea de demonstrat revine la cos 3 + cos Bl + cos Bl < 5 care

™
rezulta din inegalitatea lui Jensen pentru functia concava cos : [0, 5} — R

b) Impartind cu \/a + b+ ¢, inegalitatea de la a) devine:
b
\/a(b+c—a)+\/b(c+a—b)+ \/c(a+b—c) < 3\/%.
Insa din inegalitatea mediilor, a + b + ¢ > $/abe, deci 34/ 3abe <3 Sabe 3 3/abe
m 1 1 1lor, c > , 1 — < i — .
5 atb+ec 3¢/ abe

2 Dupa primirea acestei solutii, aceeasi intirire a fost publicata in Gazeta Matematici de catre Marius Stinean.
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OBJ.92. Fie P un punct oarecare al diagonalei [AC] si @ acel punct al diagonalei [BD] a
unui patrulater inscriptibil ABC D, care indeplineste conditia i—c = g—g Notam cu Py §i Peg
proiectiile punctului P pe dreptele AB i C'D, iar cu Qg $i Qcq proiectiile punctului @ pe dreptele
AB si CD. Aratati ca punctele Py, Qup, Peq si Qcq sunt conciclice.
Mihai Miculita

Solutie: Daca AB || CD, atunci punctele Py, P si P.y sunt
coliniare si, la fel, Qup, @ si Qcq sunt coliniare astfel ca
Py PoqgQcaQap este dreptunghi, deci inscriptibil.
Daca AB gi CD nu sunt paralele, fie {E} = ABNCD. Vom
trata cazul A € (EB), cazul B € (AFE) fiind analog.
ABC D-inscriptibil implicd <EBD = <FCA. (1). Atunci

EB BD PA @D
AEBDNAECA,deundeECfCA. PC - OB
molics BD . QB BD
implicd 5= = 0B $ 56 = oA
tima relatie implica A EBQ ~ A ECP, de unde <BEQ =
<CEP si «BEP = <CEQ. (2). Asadar semidreptele
(EP si (EQ sunt izogonale fatd de unghiul <BEC. Con-
form unei proprietdti cunoscute pe care o vom demonstra
mai jos, rezultd cd proiectiile punctelor P si @ pe laturile
unghiului sunt patru puncte conciclice.
Intr-adevir, din <PE Py, = <QEQ.q rezulta ca triunghiurile dreptunghice PEP,;, si QEQ,q sunt

Impreuni cu (1), ul-

. EP, PE . EP.q PE . .
asemenea, deci ca = —— . Analog se aratid ci avem si = —— . Din ultimele doui
EQe  QF ¢ ¥ EQuw  QF

E-Pab o Epcd

relatii rezulta ,adicd EP,, - EQup = EP.;- EQ.q. Din reciproca teoremei puterii

Ech B EQab
punctului rezulta ca punctele Py, Qup, Peq $i Qeq sunt conciclice.

OBJ.93. Fie n un numar natural, n > 3. Consideram numerele reale a1, as,...,a, astfel incat
a1,a2,...,an—1 €[0,1] si a1 + a2 + ... + a, = n+ 1. Demonstrati cd ajas...a, < 2.

Leonard Giugiuc si Diana Trdilescu

a n
a a1+a2+...+an_1+§
Solutie: Din inegalitatea mediilor, aj - a9 - ... @p_1 - ?n < =
n
a
n+1-— ?"
— =2 | <1ldeoarecea, =n+1—a; —as—...—ap_1 > 2.
n

OBJ.94. In triunghiul ascutitunghic ABC se considera inaltimea (AD) si X € (AD) un punct
oarecare. Cercurile 7 §i %2 au centrele pe dreapta BC si contin punctele B si X, respectiv
C ¢i X. Cercul %] taie indltimea din B a triunghiului ABC in N, latura AB in M, iar cercul
%> taie Inaltimea din C' a triunghiului ABC sgi latura AC in punctele P, respectiv (). Notdm
{N*} = (ANN%; si {P*} = (APN%,. Demonstrati cd punctele A, B, C, N* i P* sunt conciclice.

Petru Braica
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Solutia 1: Fie B’, C' picioarele inaltimilor din B, respectiv C
si € cercul circumscris lui ABC. Omotetia de centru B care
duce cercul € in cercul de diametrul [BC] va duce [M N] in
[C'"B'], deci MN || C'B’. (Pentru o altd argumentare, vezi
solutia oficiala de la problema 1, barajul 1, seniori, 2014.)
Atunci <AMN = <ACB = <ASB, unde {S,B} = ¥ N .
Daca {T} = MN N AS, atunci XBMT e inscriptibil, deci
T € MN N%, adica T = N, adicd S = N* apartine lui €.
Analog rezulta ca P* € €.

Solutia 2: (schitd) Ca la baraj, se aratd ca punctele M, N, P, Q
sunt coliniare. Atunci inversiunea de centru A care duce M 1n
B va transforma dreapta M N in € \ {A}, de unde concluzia.

RMT 4/2016

b
OBJ.95. Aratati ca daci a,b, ¢ > 0 verificd abc < 1, atunci % + -+ ¢ +abc>a+b+c+1.
c a

Marian Cucoanes, Andrei Eckstein si Sladjan Stankovik

b
Solutie: Avem % + % + - >3- ab . Adunand cu relatiile analoage si impéartind la 3 obtinem
abe
b b b 1 Q
g—l—f—i—g > M. Atunci 9—&—7—1—5—(1—13—02 (a+b+c) —1) > 1—abe, unde
b ¢ a Y abe b ¢ a Vabc

() este evidentd daca abe = 1, iar daca abc < 1, dupa impartire cu 1 — vabc > 0, (*) rezulta din

b
% >3 > 1+ Vabe + ¥/(abc)?. Egalitate avem pentru a = b= ¢ = 1.
abe

OBJ.96. Fie z1, x2, x3, x4, x5, xg numere reale pozitive astfel incat
1 L 1 n 1 L 1 n 1 L 1
1+a 1+20 1423 1424 14 x5 1+ x6

Aratati ca
1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1
14 252, 14 25x5 1+ 25z3 14+ 25x4 1+ 25z5 1+ 25z¢ —

Lucian Tutescu si Liviu Smarandache

1 1
Solutia 1: Cautand eventual o spargere de forma >a- +b, Va > 0, gisim ca
14 25z r+1
6 6
1 1 2 1 1 2
> - o 206z—-1)2>0. Atunci ¥ ——— > —6--=5—-4=1,
7o~ 2q1 3 20z = unCIkZ_l1+25xk_];l+xk 3
1
cu egalitate daca si numai dacd x1 = X2 =3 =24 = T5 = Tg = 5
6
1
Solutia 2: (Viad Vergelea) Notand ap = , k = 1,6, ipoteza revine la Zak = 5,
L4z, k=1
6 —
iar concluzia la Ziak > 1. Ea rezultd din aplicarea inegalitatii Cauchy-Buniakowsky-
25 — 24ay,

k=1
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6 2
6 6 9 Zak
ag o ay > k=1

Sch f Titu And : — = =
chwarz (forma Titu Andreescu) 225 Y 225% “oda? © 5 G ]
25 ar —24» a}
k=1 k=1

k=1 k=1
6
. . . . . 8 2 25 e .
5 > 1, ultima inegalitate fiind echivalentd cu Zak > 5 care rezulta din inegali-
125 — 24 a} k=1
k=1

tatea dintre media aritmetica si cea patratica.

25

0OBJ.97. Daci a,b € Z, aratati ca ab® 42019 si ab?°'® 42016 nu pot fi simultan cuburi perfecte.
Mihaela Berindeanu

Solutie: Presupunem ci existd z,y € Z astfel ca ab® + 2019 = 22 si ab?°'6 + 2016 = y>. Daca
7| b, cum 7 | 2016, rezulta ca 7 | y3, deci 7 | y>. Cum 72 | ab®°1C rezulta 73 | 2016, ceea ce este
fals. Asadar b nu este multiplu de 7. Atunci b° = 1 (mod 7) si 23,93 = 0,1,6 (mod 7). Rezulta
cd a+2019 gi a+2016 trebuie si fie ambele congruente cu 0, 1 sau 6 (mod 7), ceea ce nu se poate.

OBJ.98. Aratati ca existd o infinitate de perechi de numere naturale astfel ca suma si produsul

lor sa fie numere naturale rasturnate.
Gheorghe Stoica

Solutie: Perechile de numere de forma (2, 499...97) au proprietatea din enunt pentru orice

n cifre

n € N. Intr-adevir, numerele 2-499...97 = 99...945124499...97=499...9 sunt rastur-
S—— S—— S—— S——

n cifre n+1 cifre n cifre n+1 cifre
nate.

OBJ.99. Fie ABC un triunghi in care unghiul A este cel mai mare. Considerdim N un punct
oarecare pe mediana [AM] si punctul D € (BC) astfel incat <BAD = <BCA. Daci cercul
circumscris triunghiului CDG intersecteaza a doua oarid dreapta BN 1n punctul P si <APB =
<ABC, demonstrati ca m(<A) = 90°.

Titu Zvonaru
Solutie: Din puterea punctului B fatd de cercul circum-
scris triunghiului CDN rezultd BD - BC' = BN - BP,
iar din asemanarea triunghiurilor ABD si C BA obtinem
AB? = BD - BC. Asadar, BA?2 = BN - BP si, cum
unghiul B este comun, rezultd ca AABN ~ APBA,
deci <APB = <NAB = <ABM. Asadar triunghiul
ABM este isoscel, cu MA = MB = MC, deci M este
centrul cercului circumscris AABC, de unde rezulti ca
m(<BAC) = 90°.

OBJ.100. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Cercul care trece prin punctul B si este tangent
la dreapta AC in punctul A, intersecteazi a doua oard latura [BC] in punctul D, iar cercul care
trece prin punctul C si este tangent la dreapta AB in punctul A, intersecteaza a doua oara latura
[BC] in punctul E. Notam cu F cel de-al doilea punct de intersectie a celor doué cercuri si cu G
cel de-al doilea punct de intersectie a dreptei AF' cu cercul circumscris triunghiului ABC. Mai
consideram punctele {I} = BGNFD si {J} = CG N FE. Aratati ca:

a) patrulaterul F'IGJ este paralelogram;

b) punctul F' este centrul de greutate al triunghiului AIJ.
Mihai Miculita
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Solutie: a) Avem <GBC = <GAC = <FAC =
<ABF s <«GCB = <GAB = <FAB = <ACF.
Patrulaterele ABDF si ACEF fiind inscriptibile,
avem gi <FED = <FAC si <FDE = <FAB.
Rezultd ca <FEB = <EBG, deci FE | BG, si
<FDC = <DCG, adica FD || CG. Din aceste para-
lelisme rezulta ca FIGJ este paralelogram.

b) Fie O centrul paralelogramului. Avem <ABF =
<CAF si <BAF = <ACF, deci AABF ~ ACAF,
de unde AF? = BF - CF. Dar <FBG = <ABC =
<F'GC §i «BFG = «GFC, deci ABFG ~ AGFC,
de unde FG? = BF - CF. Rezulta cia AF? = BF -
CF = GF?, deci AF = GF, adica AF = 2FO, deci
F imparte mediana [AF] in raport 2, deci este cen-
trul de greutate.

Remarcd: Rezultatul ramane valabil si daca tri-
unghiul este obtuzunghic.

RMT 1/2017

OBJ.101. Fie ABPC un patrulater inscris in cercul . Paralela prin P la BC' intersecteaza a
doua oara cercul € in punctul Q. Fie M si N proiectiile punctului P pe dreptele BC, respectiv

AB.D trati cd MN 1 AQ.
emonstrail ca @ prelucrare Gheorghe Eckstein

Solutia 1: Vom considera numai configuratia din figura
alaturata, celelalte situatii tratdndu-se analog.

Fie {X} = NM n AQ, {Y} = PN N AQ s A
(Z} = PN N BC. Atunci m(<YPQ) = m(<NZB) =
90° — m(<ABC) gi m(«YQP) = m(<ABP) =

m(<ABC) + m(«MBP) = m(<ABC) + m(<MNP)
(patrulaterul BPMN este inscriptibl). Din triunghiul
PYQ, m(<XYN) = m(<«PYQ) = 180° — m(<Y PQ) —
m(<YQP) = 90° — m(<«MNP), iar din triunghiul XY N
rezultd ca m(<NXY) = 90°.

Solutia 2: Fie PR 1 AC, R € AC. Atunci punctele R
N, M,R sunt coliniare (dreapta lui Simson). Fie {X} = 0 P
AQNNM. Atunci ABQC si PRC'M sunt inscriptibile, iar

BCPQ este trapez isoscel. Toate astea implica:

m(<XAR) + m(<XRA) = m(<«QAC) + m(<«MRC) = m(<«QBC) + m(<MRC) =
m(<PCB) + m(<MRC) = m(<MRP) + m(<MRC) = 90°, de unde concluzia.

0BJ.102. Fien € N, n > 2 gi p un numar prim. Aratati ci daca p divide n® — 8 si n divide p—4,
atunci p — 3 este patrat perfect.

Mihaela Berindeanu
Solutie: Cum n | p —4 gi n > 2, rezultd p — 4 > n > 2, deci p > 6.
Cum p | n® —8 = (n—2)(n? + 2n +4), rezultd ca p | n — 2 sau p | n? + 2n + 4. Primul caz este
exclus cici p > n+4 >n—2 > 0. Asadar, p | n2 + 2n + 4. Din n | p — 4 rezulta ca exista un
k € N astfel incat nk = p — 4. Asadar p = nk + 4, deci p divide n? 4+ 2n + 4 si kn + 4, deci si
diferenta n? + 2n — kn = n(n + 2 — k). Cum p > n, rezultd ca p divide n + 2 — k. Sa observam
can?+2n+4>p=nk+4implicin+2>ksicip>n+4>n+2—£k>0,deci singura
posibilitate ramane ca n +2 — k= 0. Atunci p=nk +4 =n?+2n+4,decip—3 = (n+1)? si
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concluzia.
Remarca: Exista numere cu proprietatea din enunt, de exemplu p =67 sin = 7.

OBJ.103. Fie a, b, ¢, d, e numere reale cu proprietatea ci a + b+ ¢+ d + e > babede. Aratati ca
at +b* + ¢* + d* + e* > babede.

Lucian Tutescu si Ton Nedelcu
Solutie: Daca abede < 0, atunci a* + vt + ¢t + d* + e* > 0 > Sabede.
Daca abcde > 0, atunci numerele z = |a|, y = |b], z = |¢|, v = |d|, v = |e| verifica si ele
Sryzuv < x + Yy + 2+ u + v. fntr—adevér, Sxyzuv = blabede| = Sabede < a+b+c+d+e <
la| + |6 + |c| + |d| + |e| = x+y+ 2z +u+v. Este suficient s& demonstram ci x,y, z,u,v > 0 satisfac
concluzia.
Vom demonstra ci (z* + y* + 2% + u* + v*)* - 5ryzuv > (5aryzuv)(z + y + 2 + u + v) de unde,
folosind ca 5axyzuv < x +y + 2z + u + v va rezulta ca (% + y* + 24 + vt + 01 > (Bryzuv)? si
concluzia. Avem ca 2t +y* + 2t +ut + vt > (z+y+ 2 +u+v) - I (ryzuv)3. Aceasti inegalitate
8 3 3 3 3
55757575
inegalitatea mediilor,  +y 4+ 2z +u + v > 5/xyzuv (2). Ridicand inegalitatea (1) la puterea a
4-a, inegalitatea (2) la puterea a 3-a i inmultindu-le, obtinem tocmai inegalitatea dorita.

este chiar inegalitatea Muirhead [4, 0, 0, 0, 0] > (1). Pe de alta parte, din

OBJ.104. Aratati ca daca a, b, ¢ > 0 atunci

2 b2 2 b
T 4 +-< > 3(a2+b2+c2)—u.
b+c c+a a+bd

2
Mircea Lascu si Titu Zvonaru
) R ~ . ) ) L a+b+ec . .
Solutie: Atat membrul stang cat si cel drept sunt mai mari decit ————. Scddem aceasta
2 b —-b —
cantitate din ambii membri. Avem: g;l bj— o a4 +2 te = g{; a(a 2()[)—:_1()& °) =
ala —b) b(b—a) (a—0b)*(a+b+ec)
. + =
g;l 2(b+¢) czw:l 2(c+ a) gc:z 2(a+c)(b+c)
2 b2 2\ _ b 2 b 2
3(az+b2+02)*(a+b+c):3(a o) —(atbho) => a0 .
V3(@2+b2+c?) +a+b+c /3@ + b2+ ) +atbtec
_p)2 _ 12
Este suficient sd demonstram ca (a—b)j(atb+c) > (a—b) .Dacaa=10

2a+ce)b+e) T \B@+2+A) +a+b+c
avem egalitate, dacd nu, raimane de ardtat cd (a + b+ ¢)y/3(a2+b2+c2) + (a + b+ ¢)? >
2(a+ ¢)(b+ c), ceea ce se arata usor. In ultima inegalitate nu putem avea egalitate, aga incat in
inegalitatea din enunt, avem egalitate daca gi numai daca a = b = c.

OBJ.105. Fie a,b,c,d € (0,00). Aratati ca (a + b)*(a + ¢)*(a + d)%(b + ¢)*(b + d)?*(c + d)? >
(@ + b+ c+d)3(abe + abd + acd + bed)?.

. o . . . . Marian Cucoanes
Solutie: Se verifica prin calcul direct identitatea

(a+b)(b+c)(c+d)(d+a)— (a+b+c+d)(abc+ abd + acd + bed) = (ac — bd)?.
Ea implica (a + b)(b + ¢)(c + d)(d + a) > (a + b+ ¢ + d)(abe + abd + acd + bed). Analog se
obtin inegalititile (a + ¢)(c + b)(b + d)(d + a) > (a + b+ ¢ + d)(abc + abd + acd + bed) si

(a+c)(c+d)(d+b)(b+a) > (a+b+c+d)(abc+ abd + acd + bed). Inmultind aceste trei inegalititi
o obtinem pe cea din enunt. Egalitate avem daca gi numai dacd a =b=c =d.
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OBJ.106. Pentru cate dintre perechile de numere consecutive din multimea {1000, 1001, ...,

2000} nu este nevoie de trecere peste ordin atunci cand adundm cele doud numere?
Concurs SUA, 1992

Solutie: fmpér‘gim perechile de numere consecutive in urmaétoarele categorii: I. perechi de forma
(labe, lab(c + 1)), unde ¢ # 9, II. perechi de forma (1ab9, la(b+ 1)0), unde b # 9, III. perechi
de forma (1a99, 1(a + 1)00), unde a # 9 si IV. perechea (1999, 2000). Dintre perechile din prima
categorie convin cele cu a, b, ¢ € {0,1,2,3,4}. Fiecare din cifrele a, b, ¢ poate fi aleasa in 5 moduri,
deci sunt 5% = 125 perechi convenabile in prima categorie. Dintre perechile din categoria a doua
convin cele cu a,b € {0,1,2,3,4}. Fiecare din cifrele a si b poate fi aleasd in 5 moduri, deci sunt
52 = 25 perechi convenabile in aceasts categorie. In categoria a treia sunt convenabile perechile
cua € {0,1,2,3,4}, adica 5 perechi. In fine, convine si perechea (1999, 2000). In total sunt asadar
125425+ 5+ 1 = 156 de perechi convenabile.

OBJ.107. Pe laturile patratului ABC'D se considera punctele P € (AD) si @Q € (AB), aga Incat
m(<AQP) = 2m(<QCB). Dacd mediatoarea segmentului [PC| taie latura [AB] in F, ardtati ci

<FECB = <QPE.
Mihaela Berindeanu

Solutie: Fie m(<BCQ) = a. Atunci m(<AQP) = 2a, ¢
m(<BQP) = 180° — 2a, cu m(<«BQC) = 90° —a, deci (QC i
este bisectoarea unghiului <BQP. In plus, cum (AC este !
bisectoarea unghiului <@QAP, obtinem ci punctul C este P ,.'
centrul cercului A-exinscris triunghiului AQP. Deoarece

m(<CAPQ) = 90° — 2a avem cd m(<QPC) =45°+a (1) ;
si m(<«QCP) = 45°  (2). Din (2) rezulta m(<BCP) = ;
45° + a, deci BC, PQ si mediatoarea lui [CP] sunt con- A B
curente si din <ECP = <FPC obtinem concluzia. Q B

OBJ.108. Determinati perechile (m,n) de numere naturale nenule cu proprietatea ca drep-
tunghiul m x n poate fi pavat cu un numér par de dominouri (dreptunghiuri 1 x 2), juméatate din
ele dispuse orizontal, jumatate vertical.
prelucrare Andrei Eckstein
Solutie: Dacad punem un numar par de dominouri cu arie 2, deducem ca 4 | mn. Vom arita ca
perechile convenabile sunt cele cu 8 | mn, exceptand (8k,1) si (1,8k) care evident nu convin (nu
putem plasa deloc dominouri orizontale, respectiv verticale).

Perechile (2k,2¢) cu k,¢ € N*, 2 | k- £, sunt convenabile: impartim dreptunghiul in % - ¢ patrate
2x 2. Cum 2 | k- ¢, putem pava jumaitate din aceste patrate cu cate doud dale orizontale, iar
jumatate cu cate doua dale verticale.

Un dreptunghi 8 x 3 se poate pava astfel: il impéartim intr-un dreptunghi 8 x 1 pavat cu 4 dale
verticale si un dreptunghi 8 x 2, acesta din urma pavat cu doud dominouri verticale si 6 orizontale.
Conform celor de mai sus, putem pava convenabil dreptunghiuri 8 x 2 si 8 x 3, deci putem pava
orice dreptunghi 8 x (2a + 3b), cu Va,b € N, nu ambele 0. Cum {2a + 3b | a,b € N} = N\ {1},
putem pava orice dreptunghi 8 x ¢, V¢ > 2, deci orice dreptunghi (8k) x ¢, Vk,t € N* ¢ > 1.

Sa demonstram cd dacd 8 nu divide mn, atunci pavarea nu se poate face. Stim cd macar una din
dimensiuni trebuie s fie pard. De exemplu m. Atunci coloram cele m linii alternativ cu alb i
negru. Aria alba este egala cu cea neagra, iar dominourile verticale acoperi cate un patritel din
fiecare culoare. Rezulta ca si cele orizontale care stau pe doua péatrate albe, trebuie si fie la fel
de multe ca cele care stau pe doud patrate negre. Asadar trebuie si avem un numar par de dale
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orizontale (deci gi verticale). Agadar numarul dominourilor este M4, iar aria M8.
Remarca: O problemi aseminitoare se gaseste in cartea lui Arthur Engel Probleme de mate-
maticd - strategii de rezolvare (problema 9, capitolul 2).

RMT 2/2017

OBJ.109. Fie M si N doua puncte izogonale? din triunghiul ABC. Notam cu P cel de-al doilea
punct de intersectie a dreptei AM cu cercul circumscris triunghiului M BC, iar cu @ cel de-al
doilea punct de intersectie a dreptei AN cu cercul circumscris triunghiului NBC'. Aratati ca
MN || PQ.

Mihai Miculita

Solutie: Patrulaterul BMCP este inscriptibil, deci
<IMPC = <MBC = <NBA. Avem si <PAC = <BAN,
AN AB

deci A PAC ~ ABAN (UU), deci aC — AP’ de unde

AN - AP = AB - AC.

Analog, folosind aseméanarea triunghiurilor ABM si AQC
(sau pe cea a triunghiurilor ABQ si ABM) obtinem

AM - AQ = AB - AC.

AM AN
Asadar, AN - AP = AM - AQ, sau ap = a0’ ceea ce

implicd M N || PQ.

OBJ.110. Fie A o multime formatd din 10 numere naturale nenule consecutive gi F' multimea
fractiilor care au numaratorii i numitorii din multimea A. Printre fractiile din F, care sunt mai
multe: cele reductibile sau cele ireductibile?

Gheorghe Stoica
Solutie: Vom arita ca din cele 100 de fractii, cel mult 46 pot fi reductibile, deci cel putin 54 sunt
ireductibile (adicd acestea sunt mai multe).
Dintre cele 100 de fractii, 10 sunt echiunitare. Acestea ar putea fi toate ireductibile (daca 1 € A,

1
printre ele se afla si fractia 7 care este ireductibild). Celelalte fractii au numaritorul diferit de

numitor. Daca o asemenea fractie se simplifica prin d > 1, atunci d divide atat numitorul cat
si numaratorul, deci si diferenta acestora care este cel mult 9. Daca o fractie se simplifica, ea se
simplifica méacar printr-un divizor prim, mai mic decat 9, deci fractiile reductibile se pot simplifica
prin 2, 3, 5 sau 7. Printre cele 10 numere, 5 sunt pare. Putem alege numaratorul in 5 moduri,
numitorul in 4 moduri, deci sunt 20 de fractii care nu sunt echiunitare si care se simplificd cu 2.
Printre cele 10 numere se afla cel mult 4 multipli de 3, deci sunt cel mult 4 - 3 = 12 fractii care
se simplifica cu 3 (dar dacd sunt 4 multipli de 3, atunci doi sunt pari, deci doud dintre fractiile
care se simplifica cu 3 sunt fractii pe care le-am numirat deja ca simplificandu-se cu 2). Printre
cele 10 numere sunt exact doi multipli de 5 care determina doua fractii care se simplificad cu 5
(in afara celor echiunitare). La fel, sunt cel mult doud fractii care se simplificd cu 7, deci sunt

3 adics astfel incat <M AB = <NAC, <MBC = <NBA i <MCA = <NCB
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cel mult 10 4+ 20 + 12 + 2 + 2 = 46 de fractii care se pot simplifica. (De fapt num#rul maxim de
fractii reductibile este 44 si se atinge, de exemplu, pentru A = {6,7,...,15}.)

OBJ.111. Stiind c&a aq, a9, ..., a, sunt numere reale pozitive, n > 3, demonstrati ci

A TR N <1+1+ +1>

4a? +a3  4dd+a? 7 4da2+a? "5 \a a7 an)’
Florin Rotaru

T 3y + 2x
422 +y2 —  25xy
Scriind, pe rand, aceastd inegalitate pentru x = a;, ¥ = a;y1, ¢ = 1,n (unde a,y1 = a1) si
adunand aceste inegalitati, o obtinem pe cea din enunt.
Inegalitatea de mai sus se poate rescrie echivalent (x — y)?(8x + 3y) > 0, inegalitate evidenta,
satisfacuta cu egalitate numai daca = = y.
Rezulta ca in inegalitatea din enunt avem egalitate daca si numai dacd numerele aq,as,...,a,
sunt egale.
Remarca: (Vlad Vergelea) Inegalitatea (*) revine la 8z3 4 2xy? + 3y® > 1322y care rezulta din

inegalitatea mediilor: 82° + 2zy? + 3y® > 13 ¥/(23)8 - (zy2)? - (y3)3 = 1322y.

Solutie: Demonstram ca

, pentru orice x,y > 0. *)

0OBJ.112. In triunghiul ABC notam cu B’ piciorul perpendicularei din B pe AC si cu €’ piciorul
perpendicularei din C' pe AB. Aratati ca daca

2 ! 2 !
AC + 3 BB _AB—I-\/g cc,
atunci punctul lui Fermat al triunghiului se afla pe simediana din A.
Titu Zvonaru
Solutie: Cu notatiile standard, relatia din enunt se scrie

b+ 2 h c+ 2 he, adica b+—4s c+—45 sau inca

~hy = — he, = , in

V3 V3 b3 V3

b—c = ——=(b— ¢). Folosind ci 25 = bcsin A, ultima relatie
o \/g( ) §

revine la (b —¢) | sin 4 — 5 ) = 0. Sunt posibile trei situatii:

b=c, m(<A) = 120° sau m(<A) = 60°.

Vom folosi urméatoarele fapte bine cunoscute:

1. Daca S este punctul de intersectie a tangentelor in B si C
la cercul circumscris lui ABC, atunci AS este dreapta suport a
simedianei din A.

2. Daca in exteriorul triunghiului ABC se construiegte triunghiul
echilateral BCD, atunci punctul lui Fermat se afld pe dreapta
AD.

3. Dacd m(<tA) > 120°, punctul lui Fermat este chiar A.

In consecinta, dacd AB = AC atunci dreptele AD gi AS coincid (coincid si cu mediatoarea lui
[BCY), iar concluzia este evidentd. La fel, dacd m(<A) = 120°, atunci punctul lui Fermat, A, se
afld pe simediana din A. In fine, daca m(<<A) = 60° si notdm centrul cercului circumscris lui
ABC cu O, atunci m(<BOC) = 2m(<A) = 120°, deci m(<DBO) = m(<DCO) = 90°, adicd
DB si DC sunt tocmai tangentele in B, respectiv C la cercul circumscris, ceea ce inseamni ci
D = S si concluzia.
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OBJ.113. Fie a,b,c > 0 cu a 4+ b + ¢ = 3. Demonstrati ca

1 + 1 + 1 S ol

a b ¢~ 9+8abc’

Marian Cucoanes

Solutie: (Viad Vergelea) Inegalitatea se scrie echivalent (ab + be + ca)(9 + 8abc) > 5labc. Dar
(ab + be + ca)? > 3abc(a + b+ ¢) = 9abe implica ab + be + ca > 3v/abc . Este atunci suficient sa
aritam ci 9 4 8abe > 17v/abe. Notand vabe = x, stim din inegalitatea mediilor c& z < 1 si vrem
sd aratam ci 9 + 8x2 > 17z, care se mai scrie (1 — x)(9 — 8z) > 0, adevirat deoarece x < 1.
Remarcd: Cu aceeasi metoda se poate demonstra ca, in ipotezele de mai sus, are loc inegalitatea

[T S N
a b ¢ k+(7—k)abc’

pentru orice k > 8,5. (Cu cat k este mai mic, cu atat inegalitatea este mai tare.) Cea mai tare

. . - - . AR - - 1 1 6
inegalitate de aceasta forma ce poate fi obtinuta prin aceastd metoda este — 4+ -4+ - > ———.
a b ¢~ 14abc

Totusi, dupa cum ne demonstreazd Titu Zvonaru, cu metode avansate se poate ardta ca inegali-
tatea de mai sus este adevarata pentru orice k > 6, 12.

OBJ.114. In fiecare patrat unitate al unui dreptunghi m x n, m,n > 4, se scrie unul dintre
numerele 1 gi —1, astfel incat suma celor 6 numere scrise in orice dreptunghi de lungime 3 si
latime 2 este 0. Cate asemenea completiri exista?

Andrei Eckstein
Solutie: Nu putem avea trei cifre identice in trei patrate ,consecutive” (pe orizontald sau verticald).
fntr—adevér, daca pe o linie am avea trei cifre identice, £1, in trei coloane consecutive, in cele
trei patrate de deasupra si dedesubt trebuie sa fie scris celdlalt numar F1, dedesubt si deasupra
iaragi +1 si agsa mai departe; privind dreptunghiul format din trei linii si dou& dintre coloanele
cu pricina, am avea patru de 1 gi doi de —1 sau invers.
Daci avem o succesiune de forma XOOX, cu X # O € {—1,1}, daca sub unul din cei doi de O
ar mai fi un O, atunci linia de dedesubt (sau deasupra, daci cumva este vorba de ultima linie),
trebuie sd fie X XOX (sau XOXX care este similar). Obligatoriu, sub cei doi de X trebuie si
punem doi de O, dar atunci pe coloanele 2-3, liniile 1-2-3 vom avea 4 de O. Asadar nu putem
avea un O sub secventa de OO. Nu putem avea nici X X pentru ca am avea (obligatoriu) OX X O
sub XOOX. Urmarind sumele in diversele dreptunghiuri formate pe primele 3 linii, constatam ca
dedesubt nu putem avea nicio combinatjie. In concluzie, nu putem avea doua patritele completate
identic, cu exceptia cazului In care este vorba de primele doud (sau ultimele doud) coloane ale
dreptunghiului.
Dacid am avea X XO pe primele 3 coloane ale unei linii £ < m — 3, pe primele trei coloane ale
liniei £+ 1 trebuie sd punem un X si doi de O. Dacid pun XOO, linia £ + 2 ar trebui si fie *x X X
(pentru a avea trei X si trei O pe coloanele 243) dar deja avem prea multi X pe primele doud
coloane. Similar, daca pe linia £ + 1 punem OXO, pe linia £ + 2 trebuie s punem OO* pentru a
avea 3X + 30 pe primele doud coloane, dar nu mai putem avea si pe liniile £+ 1 gi £+ 2. Raméane
completarea liniei doi cu OOX. Linia ¢+ 2 trebuie sa fie XOX, dar atunci avem doi de X vecini
nesituati la margine, ceea ce, am vizut, este imposibil. Putem reface rationamentul si in sus si
ajunge la concluzia cd putem avea doi de X X la inceputul unui rand numai daci randul este unul
din primele trei randuri si totodata unul din ultimele trei randuri. Pentru m > 6 aceasta situatie
nu mai poate avea loc. Pentru m = 5, iar#si, am putea avea X X la inceputul unei linii pentru ca
le-am putea avea numai la inceputul liniei 3, ori, am vazut mai sus ca daca linia 3 incepe cu XX
atunci si linia 4 incepe cu X X, ceea ce nu se poate (urcand in sus obtinem contradictie).
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Ramaéane ca in cazul in care m > 5 sau n > 5 nu putem avea

patrate adiacente completate la fel, deci putem completa numai 1| F1|+1|F1
in tabla de gsah; sunt dou# asemenea completari si ambele satisfac
conditia data. FL|F1|£1|£1
Pentr.u tabla.4 X 4 exis:ca il completvér.i care se gz“iseblc tratapd +1] 41| F1|x1
cazuri, ca mai sus. (Pe langd completarile in care patritele adia-
cente primesc numere diferite - sunt douad completari tip tabla de Fl|£+1|F1|£1

sah, mai existd cele doua din figura alaturata.)

OBJ.115. Determinati numerele naturale nenule x, y, p astfel incat (p+2)* —2¥ = (p—2)* +2Y.
dr. RMT*

Solutie: Daca z = 1 atunci 2¥ = 2, deciy =1 (pentru p arbitrar).

In continuare presupunem z > 2.

In cazul in care p este impar:

Aritam ca x trebuie s fie par. Daca x > 1 ar fi impar, atunci (p + 2)* — (p — 2)* = 2¥*1, deci
A((p+2)" M+ (p+2)*2(p—2) +...+ (p—2)*"1) = 2¢F adica (p+2)" '+ (p+2)" 2 (p - 2) +

..+ (p—2)*! = 2Y~1. Membrul stang este o suma de z numere impare. Dacd y > 1 rezulta
este par. Daca y = 1, rezultd x = 1, contradictie. Asadar x este par, deci x = 2n, cu n € N*.
Ecuatia revine la (p+2)%" —(p—2)%" = 2¢T1 deci la [(p+2)" — (p—2)"]-[(p+2)"+ (p—2)"] = 2¥T1.
Pe de o parte, cei doi factori sunt pari, diferenta dintre ei fiind 2(p — 2)™ care este de My + 2, pe
de alta parte ei sunt puteri ale lui 2, deci unul dintre numere este 2, celalalt 2¥. Daca p > 1, cum
(p+2)"—(p—2)" < (p+2)"+(p—2)", obtinem ca (p+2)" — (p—2)" = 2si (p+2)"+(p—2)" = 2%.
Insa 2=[(p+2)—(p—2)]-[(p+2)" ' +...+ (p—2)""'] duce la o contradictie (membrul drept
este multiplu de 4). Dacd p = 1, avem 3" — 1 < 3" 4 1, deci trebuie ca 3" —1 =24gi 3" +1 = 2Y.
Rezulta y =2, n =1, deci z = 2.

In cazul p par:

- Daca p = 2, ecuatia revine la 22¢ = 2¥*1, cu solutile z = k, y = 2k — 1, k € N*.

- Dacd p > 2 este de forma p = 8m + 2, ecuatia (8m + 4)* — (8m)” = 2¥™! revine la 4((8m +
4+ (8m+4)"72(8m) + ...+ (8m+4)(8m)* 2 + (8m)* 1) = 2vtl In paranteza toti termenii
sunt divizibli cu 2221 cu exceptia primului care este divizibil numai cu 22?72, Asadar exponen-
tul lui 2 in membrul stang este 2z. Rezulta ca y + 1 = 2x, ceea ce insa nu este posibil deoarece
membrul stang este mai mare ca 22% = 2v+1,

- Daca p este de forma p = 8m + 6, ecuatia (8m + 8)” — (8m + 4)* = 2¥™! revine la 4((8m +
8)" 1+ (8m+8)""2(8m+4) + ...+ (8m+8)(8m—+4)" "2+ (8m+4)*~1) = 2v+1, In paranteza toti
termenii sunt divizibli cu 227! cu exceptia ultimului care este divizibil numai cu 22*~2. Asadar
exponentul lui 2 iIn membrul stang este 2z. Rezulta ca y + 1 = 2x, ceea ce insad nu este posibil
deoarece membrul stang este mai mare ca 22¢ = 2v+1,

- Daca p este de forma 4m, ecuatia (4m+2)® — (4m—2)* = 2Y*! revine la (2m+1)*—(2m—1)* =
2v=2+1 adicala (2m+1)"1+(2m+1)*"2(2m—1)+...+(2m+1)(2m—1)"2+(2m—1)*~! = 2v—=,
In paranteza toti cel x termeni sunt impari, deci trebuie ca x sa fie par. (Membrul stang are cel
putin doi termeni, deci y — 2 = 0 nu convine).

Daca z = 2n, n € N*, ecuatia revine la [(2m+1)" — (2m—1)"]-[(2m+1)"+ (2m—1)"] = 2v—=+1,
Pe de o parte, cei doi factori sunt pari, diferenta dintre ei fiind 2(2m — 1)™ care este de My + 2,
pe de altd parte ei sunt puteri ale lui 2, deci unul dintre numere este 2, celalalt 2Y~". Obtinem ca

4 prelucrare a unei probleme a lui Nicolae Papacu
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2m+1)"—(2m—-1)"=2si 2m+1)"+(2m—-1)" =2¥~=, Insa 2 = [(2m+1)—(2m—1)]-[(2m+
D+ 4+ (2m —1)" 71 duce la n = 1, deci la z = 2. Relatia (2m + 1)" + (2m — 1) = 2v~2
revine atunci la p = 4m = 2Y~2, deci, dacd p = 2%, atunci y = u + 2.

RMT 3/2017

OBJ.116. Aratati ca existd multipli ai lui 2017 care au suma cifrelor 2017.

(dupd o idee a lui Dorel Mihet)
dr. RMT

Solutia 1: Suma cifrelor lui 2017 este 10, iar suma cifrelor lui 2 - 2017 = 4034 este 11. Daca
n, k € N sunt astfel incat 10n + 11k = 2017 (de exemplu se poate lua n = 194 gi k = 7), atunci
numarul 20172017 ...201740344034 . ..4034 in care grupul 2017 este repetat de n = 194 de ori,
iar grupul 4034 de k = 7 ori, are proprietatile cerute: e divizibil cu 2017 (catul impartirii fiind

10010010...010020020. . .02, cu n cifre de 1 si k cifre de 2) si are suma cifrelor 10n+ 11k = 2017.
Solutia 2: Printre numerele {1,10,10%, ...} exista 2017 numere care dau un acelasi rest la Impar-
tirea la 2017. Suma acestor 2017 numere va fi divizibila cu 2017 si va avea suma cifrelor 2017.

OBJ.117. Scrieti pe cele sase laturi ale fiecaruia din cele sapte
hexagoane din figura aldturata cate unul din numerele de la 1 la 6
astfel incat suma numerelor scrise pe laturile exterioare (cele care
apartin unui singur hexagon) si fie minima.

Paloma Dinculescu
Solutie: Avem 18 laturi exterioare. Vom demonstra ca fiecare
numdr apare pe laturile exterioare minim o data si maxim de 5 ori.
Atunci suma minima este cel putin 5(1+2+3)+ (4+5+6) = 45.
In fine, vom ilustra printr-un exemplu de scriere a numerelor ca
minimul este intr-adevar 45.

e Numadrul 1 trebuie sd figureze pe una din laturile hexagonului central (interior). Ne uitam
la hexagonul exterior care are drept latura comuni cu hexagonul interior latura marcata cu 1.
Numarul 1 nu poate aparea pe laturile exterioare ale acestui hexagon, deci poate aparea pe la-
turile exterioare a cel mult cinci dintre hexagoanele exterioare, adica de cel mult 5 ori. Analog
pentru fiecare din numerele 2, 3,4, 5, 6, deci niciun numér nu poate apirea de mai mult de 5 ori
pe laturile exterioare.

e Si presupunem ci un numar z € {1,2,...,6} nu ar
fi scris pe niciuna din laturile exterioare. Notam varfurile
hexagonul interior cu A, B,C, D, E, F' astfel incat x si fie
scris pe latura AB. Notam cu ab hexagonul exterior care
contine latura AB, cu bc hexagonul exterior care contine
latura BC', etc. Ne uitam la laturile care unesc un varf al
hexagonului interior cu un varf exterior (cele reprezentate
punctat in figura alituratd). Cum hexagonul ab are x pe
latura AB, pe segmentele care pleacd din A si B sunt scrise
numere diferite de x. Ne uitam la hexagonul bc: el trebuie sa
aiba x pe latura care pleaca din C. La fel, latura care pleaca
din F trebuie sa fie marcata cu x. Atunci hexagoanele cd si
ef au deja cate o laturd marcatid cu x, deci laturile care
pleacd din D gi F nu sunt marcate cu x. Dar atunci niciuna din laturile hexagonului de nu este
marcatd cu x, contradictie. Asadar, fiecare numar trebuie si apara cel putin o data pe laturile
exterioare.
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e Figura de pe pagina precedentd oferd un exemplu de scriere a numerelor pe laturile hexagoanelor
pentru care suma numerelor de pe laturile exterioare este 45. Acest exemplu dovedeste cd minimul
cautat este 45.

OBJ.118. Fie a,b,c € (0,00). Aratati ca
a2—ab—|—b2+b2—bc+02+02—ca—|—a2 3(a® + b+ ¢?)

a+b b+c c+a ~ 2(a+b+co)
b Marian Cucoanes
Solutia 1: Scadem % din ambii membri.
B 2 _ab+b? b 3(a —b)?
In membrul stang vom avea Z (a aj— ;— - a: ) = 24(((;4_1))).
- 3a?+b*+c%) a+b+e (a—b)?
I brul drept — = _—
n membrul drept vom avea @bt 5 Z2(a+b+c)

3(a—b)? < (a—b)?
4a+b) ~20@+b+c)
ceea ce este evident. Egalitate avem daci gi numai dacid a =b = c.

Solutia 2: Eliminand numitorii se ajunge la [4,1,0]+ 3[3,2,0] > 4[2, 2, 1], ceea ce este evident din
inegalitatea lui Muirhead.

Vom demonstra ci si analoagele. Este suficient ca 6(a+b+c) > 4(a+b),

OBJ.119. Fie ABC'D un patrulater convex gi ortodiagonal in care {O} = AC N BD. Notam cu
M, N, P si Q punctele de intersectie a laturilor [AB], [BC], [CD] si [DA] cu perpendicularele
duse din punctul O pe laturile patrulaterului ABC'D opuse lor. Arétati ca patrulaterul M N PQ
este dreptunghi.

Mihai Miculita
Solutie: Fie {M'} = OM NCD, {N'} = ONNDA,
{P'} = OP n AB, {Q'} = 0Q n BC. Vom
arita ci punctele M, N, P, Q,M’,N', P', Q' sunt conci- A
clice. (Aceasta a fost concluzia unei probleme date la
baraj in 2009.) Patrulaterul M PM’P’ este inscriptibil
si m(<AMO) = m(<«DPO) = 270° — m(<A) — P
m(<D). Si patrulaterul P’BQ’O este inscriptibil, deci M
<P'Q'O = <P'BO. Analog, <M'Q'O = <M'CO, deci N’
m(<P'Q'M’") = m(<P'BO) + m(«<M'CO) = 90° — O
m(<BAO) + 90° — m(<«CDO) = 270° — m(<A) —
m(<D). Rezultd cd si Q' apartine cercului circumscris
lui M PM'P’. Analog se arati ca si N/ este pe acest cerc. M
Cu alte cuvinte, am aratat ca M si P se afld pe cercul N P
circumscris patrulaterului M'N'P'Q)’ si la fel se arata ca Q'
si punctele N si @ se afla pe acest cerc. In acest cerc C
segmentele [M P] gi [NQ)] sunt diametre, deci M, N, P, Q
sunt varfurile unui dreptunghi.
Remarca: Laturile dreptunghiului sunt paralele cu diagonalele AC' si BD. Intr-adevir, avem c&
m(<ONP) = m(<N'NP) = m(<N'P'P) = m(<N'AO) = m(<N'OD) = m(<«BON),
de unde rezultd cd& NP || BD. De aici rezultd ca M N || AC (perpendiculare pe drepte paralele).

OBJ.120. Fie a,b, c,d > 0. Demonstrati ca
81(a® +0> +¢c*+6)(b° + & +d® +6)(c® +d° +a* +6)(d® 4+ a® +b* +6) >

3 3 3 3
(a+2)°(b+2)°(c+2)°(d+2)". Florin Rotaru
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Solugie: Din inegalitatea lui Holder rezultda ca 9(a® +2) = (1+1+ 1)1 +1+1)(a® +1+1) >
(a+1+1)3 = (a+ 2)? si analoagele. Atunci, din inegalitatea mediilor, 9(a® + b3 + ¢3 + 6) =
M@ +2)+ (> +2)+(2+2)] > (a+2)3+(b+2)>+ (c+2)3>3(a+2)(b+2)(c+2). Asadar
3(a® + 0% + 2 +6) > (a+2)(b+ 2)(c+ 2). Inmultind cu inca trei inegalititi analoage obtinem
inegalitatea din enunt. Egalitate avem daci si numai daci a =b=c=d = 1.

OBJ.121. Determinati numerele reale pozitive x, y, z,t pentru care

(z+ 1)y + Dz +1)5(t+1)° =9 6*zyzt.
Mihaela Berindeanu

11 33
Solutie: Din inegalitatea mediilor avem z + 1 7x+ + > 3¢ 5 58 dica (z+1)3 > 55T
1 11 1 1 1
Anal 1= = >4y/y ===, deund 1) 1=
nalog, y+ y+3+3+3_ Y- 333 eunde (y+1)* > a5y 2t z+4+4—|—4+4_
5ol L L L] ica (o41)s > Dt = 145, >6 " deunde (141)0 >6 "
z4444alcaz 4Z§l = e unde
Inmultind aceste inegalitéti obtinem (z + 1)3(y + 1)*(z 4 1)° )6 > 9 6*zy2t.

Egalitatea din enunt este conditia de egalitate in ultima megahtate Pentru a avea egalitate,

trebuie sd avem egalitate in fiecare din cele patru inegalitati pe care le-am inmultit, adica trebuie
1 1 1

séavema::f,yzg,z:z

- 1
it=—.
B B!

5

OBJ.122. Fie n un numér natural, n > 3, si doud poligoane inscriptibile asemenea OA; A5 ... A,
~ OB1Bs ... B,, notatia realizandu-se in acelagi sens. Demonstrati ca dreptele A;B;, i = 1,n,
sunt concurente.

. o - Petru Braica
Solutie: Vom demonstra mai intai urméatoarea

Lemda: Daca AOMN ~ AOM;Ny, atunci dreptele M M; si NN; se intersecteazd in cel de-al
doilea punct de intersectie a cercurilor circumscrise celor doua triunghiuri.
Demonstratie: Pentru a nu analiza prea multe cazuri, vom lucra cu unghiuri orientate. ®

Vom nota cu £XYZ unghiul orientat XY Z. Este
foarte convenabil s& lucram cu unghiuri orientate da-
toritd urmatoarelor fapte:

1. patru puncte, A, B,C, D, nicicare trei coliniare,
sunt conciclice daci gi numai daca L ABC = LADC;
2. trei puncte, A, B,C' sunt coliniare dacad si numai
dacd £ XAB = £ X AC, unde X este un punct oare-
care.

Fie P cel de-al doilea punct de intersectie a celor
dou# cercuri. Atunci avem: {OPM = LONM =
ALAON1M; = LOPMj, deci punctele P, M si M; sunt
coliniare. La fel pentru punctele P, N gi N;. Lema
este astfel demonstrata.

5a se vedea de pilda articolul lui Evan Chen http://web.evanchen.cc/handouts/Directed-Angles/Directed-

Angles.pdf
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Fie P al doilea punct de intersectie a cercurilor
circumscrise celor doua poligoane. Deoarece
AOA1A; ~ AOBBj, Vj = 2,n, avem, con-
form lemei, c& P € A1ByNA;B;,Vj=2,n,
adica P € A]Bj7 V] =1,n.

RMT 4/2017

0BJ.123. In interiorul unui patrat ABCD de laturd 1 se considera un punct P astfel incat
<PAC = <PCD. Aflati BP.

* ok %
Solutia 1: CD si AD sunt tangente cercului
circumscris triunghiului ACP, deci centrul A D
acestuia este B. Atunci BP = 1. LT AR . p
Solutia  2: (Marian Daniel Vasile) Fie -~ NS
E simetricul lui C fatd de B. Atunci . KN
m(<CEA) = 45°, iar m(<«CPA) = e “
180° — m(<«PAC) — m(<«PCA) = / \
180° — m(<«PCD) — m(«PCA) = 135°, / \
deci patrulaterul PCFEA este inscriptibil. ;
Deducem cad m(<CPE) = m(<CAE) = 90°, ! !
deci PB, fiind mediana in triunghiul drep- F B c
tunghic PCFE, are lungimea 1.

OBJ.124. O sutd de cutii sunt numerotate de la 1 la 100. Numerele bilelor din oricare dou&
cutii numerotate cu numere consecutive diferd prin 1. Cutiile numerotate cu numerele 1, 4, 7,
10, ..., 100 contin, in total, 289 de bile. Care este numarul maxim de bile din cele 100 de cutii?

(prelucrare a problemei 4 de la ONM 2014, clasa a V-a)
Andrei Eckstein

Solutie: Fie xp numirul de bile din cutia cu numérul k.

Stim ca x3p < w3pe1 + 1, VE = 1,33 §i ¢ 23540 < 23541 + 1, VEk = 0,32. Adunand toate
aceste relatii, obtinem cd z; + 22 + ... + x, < 227 + 324 + 327 + ... 4+ 3x97 + 27190 + 66 =
3289 — (z1 + 100) + 66. Cum paritatea numarului de bile din doua cutii vecine este diferita,
parititile alterneaza, deci x1 si 199 au paritati diferite. Valoarea minimi a sumei x1 4+ x1¢ este
0+ 1=1. Asadar, am obtinut cd z; + 22+ ... + z, < 3-289 — 1+ 66 = 932.

Acest maxim se atinge dacid gi numai dacd avem egalitate in toate inegalititile adunate, adica
daca avem: 1+ T100 = 1, T3k — T3k+1 + 1, Vk = m §l T3k+2 — T3k+1 + 1, Vk = m Daca
presupunem zg = 0, x1990 = 1, suntem condusi la urmatorul exemplu de plasare a bilelor care
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aratd ca totalul de 932 de bile chiar se poate atinge:
0,1,2,1,2.3,2,3,4,3,4,5,...,15,16,17,16,17,18,17,18,17,16,17,16,15,. . .,4,3,2,3,2,1

Suma numerelor subliniate este 1 + x4+ ...+ 2190 =0+1+ ...+ 17+ 16+ 15+ ... +1 =
17+2(1+2+...+16) =17+ 16 - 17 = 172 = 289.

1 1

1 1
OBJ.125. Fie a,b,c,d > 0 cu proprietatea cda a +b+c+d = — + 5 + -+ 7 Aratati ca
a c
ab + ac+ ad + bc + bd + cd > 6.
Marian Cucoanes
1 1 4 1 1 1 1 1 1
Solutia 1: (a autorului) Avem E—'_E > s si E+E > papt deci a4+b+c+d = E+5+E+E >

4 4 dla+b+c+d) .
= de und b d) > 4. Anal b+d) > 4
atb T oxd @tb)cra ™ e (a+b)(c+d > nalog, (a +¢)(b+d) > 4 si

(a + d)(b+ ¢) > 4. Prin adunare, rezulta concluzia.

Solutia 2: Conditia se scrie echivalent abed(a+b+ ¢+ d) = abe+ abd + acd + bed. Vom demonstra
cd (ab+ac+ad+bc+bd+ cd)(abe+ abd + acd+ bed) > 6abed(a+ b+ ¢+ d). Desfiacand parantezele
ajungem la [2,2,1,0] > [2,1,1,1], care e evidentd. Asta iese si din medii: a?b?c + ad?c > 2a%bed
si analoagele conduc la concluzie.

Remarca: La fel ca la solutia 2 se poate demonstra urméitoarea extindere la n variabile: daca

. . . nin—1)
ai,as,...,a, > 0 au suma egald cu suma inverselor lor, atunci E a;a; > — 5 cu
1<i<j<n
egalitate dacd gi numai daci a1 = as = ... =a, = 1.

OBJ.126. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul neisoscel ABC'. Notam cu M si @ proiectiile
varfurilor A gi C pe bisectoarea unghiului <ABC), iar cu D proiectia punctului I pe latura [BC].
Aratati cd centrul cercului circumscris triunghiului DM Q@ se giseste pe dreapta BC'.

Mihai Miculita si Titu Zvonaru

Solutie: Fie FE proiectia lui I pe AC si
{M'} = BI n DE. Atunci, din triunghiul

ABI, m(<M'IA) = %(m(<{A) + m(<«B)) =

1
90° — §m(<IC) = m(<«CEM’), deci patru-

laterul AIM'E este inscriptibil. Rezultd ca
m(<AM'T) = m(<AET) = 90°, deci M’ coincide
cu M. Punctele D, E, () se gasesc pe cercul de di-
ametru [CI], deci <UDM = <ICE = <ICD =
<UQD, ceea ce arati ca I D este tangentd cercului
circumscris triunghiului DM Q. Cum BC 1 ID,
centrul cercului circumscris lui DM@ se giseste
pe dreapta BC.

OBJ.127. Determinati numerele naturale n pentru care exista m € N* cu proprietatea ci pe o
tabla de sah 8 x 8 se pot ageza m cai astfel incat fiecare cal si atace exact n cai.

Alexandru Mihalcu
Solutie: Demonstram ca pentru n > 5 nu existd o configuratie de cai astfel incat fiecare cal sa
fie atacat de exact alti n cai. Ne uitdm la contur. Orice cal ce ar fi plasat pe conturul tablei
de sah poate fi atacat maxim de alti 4 < n cai. Prin urmare, daci o astfel de configuratie ar fi
posibild, niciun cal nu ar fi plasat pe conturul tablei de sah. Mai mult, putem chiar sa eliminam
conturul tablei, obtinand astfel un péatrat 6 x 6. Putem insa repeta procedeul, micgorand succesiv
dimensiunile patratului. (Un rationament analog se poate face demonstrand ca nu exista cal pe
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latura cea mai de sus, suprimand acea laturd i repetand succesiv argumentul.)

Aratam in continuare, prin cate un exemplu, ci exista configuratii posibile pentrun€{0, 1,2, 3,4}.
Pentru n = 0, putem plasa un cal oriunde pe tabla, iar pentru n = 1, putem plasa o pereche de
cal care se ataca reciproc.

Pentru n = 2 sunt mai multe configuratii simple: 4 cai in
varfurile unui patrat (de exemplu, cu numerotarea standard
de la sah a patratelelor, cu caii in a2, b4, cl, d3), 4 cai in
varfurile unui romb (ca in figura alaturata) sau 8 cai dispusi
in patratelele unui patrat 3 x 3 cu exceptia patratelului din
centru.

Pentru n = 3 va prezentam (in figura din stdnga) un exemplu cu 8 cai, dar exista si exemplu cu
12 cai (ab, b3, b7, ¢6, d2, d4, d6, d8, e4, 13, {7, g5).

Pentru n = 4 exista o singura configuratie (se poate translata in 4 pozitii de pe tabli), a se vedea
figura din dreapta.

=~ @
(S, -} ~
. A

8] w = o >
S T
W

-

0BJ.128. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia 7a? + 34b% = 2017¢2.

Mihaela Berindeanu
Solutie: Daca (x,y,z) este solutie a ecuatiei, atunci si (|z|, |y|, |z|) este solutie. Observam ca
x =y = z = 0 este solutie a ecuatiei. Ardtam ci este unica solutie. Presupunand contrariul,
consideram acea solutie (z,y,2) € N3, (x,9,2) # (0,0,0), pentru care z + y + z este minima.
Ecuatia se scrie 7a? 4+ 35b% — 2016¢? = b2 + ¢2, sau 7(a® + 5b% — 288¢?) = b? + c%. Se stie ca daca
un numdr prim de forma 4k + 3 divide o suma de doud patrate, atunci el divide fiecare dintre
numere. Rezultd ca 7 | b si 7| ¢. (Se poate verifica gi direct, ardtand cd un p#trat perfect da unul
din resturile 0, 1, 2 sau 4 la impartirea cu 7.) Atunci 49 | b2 si 49 | ¢2, deci 49 | 2017¢? — 34b2,
adica 7| a?, deci 7| a. Fie x = T2, y = Ty, 2 = 72/, 2’9/, 2/ € N. Atunci 72?2 + 34y? = 201722
implica 7(2/)2 4 34(y/)? = 2017(2")2, deci (2,1, %) este solutie a ecuatiei din enunt. In plus,
<z +y+ z, ceea ce contrazice alegerea solutiei (z,y, z) ca fiind cea cu

suma componentelor minima. In concluzie, a = b = ¢ = 0 este unica solutie.

0OBJ.129. Fie ABC un triunghi in care M, N, P sunt mijloacele laturilor [BC|, [C'A], respectiv
[AB]. Notam cu D, E, F punctele in care dreptele AM, BN, respectiv C'P intersecteazi a doua
oard cercul circumscris triunghiului ABC. Demonstrati ca

(AM + BN + CP)(DM + EN + FP) > p?,

unde p este semiperimetrul triunghiului ABC.
Catalin Cristea

Solutie: Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, R raza acestui cerc, a = BC,
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b= CA, ¢ = AB. Folosind puterea punctului M fati de cercul circumscris triunghiului ABC
2 2 b2

avem: AJ\/.:-DM — R2_OM? = “Z de unde DM = " —. Analog EN = ——— si
C .
szm.obtlnem , b2 , ( b )2 ,
1 a c 1 a+b+c P
DM+EN+FP==. (% 4+ L )51, _
RN 1 (AM+BN+CP)4 AM BN+ CP  AM BN 1 CP’

de unde (AM + BN + CP) - (DM + EN + FP) > p2.

Remarca: (Viad Vergelea) Folosind formula pentru lungimea medianei si apoi puterea punctelor
M, N, P fatd de cercul circumscris triunghiului, se poate ardta ca tripletele (AM, BN,CP) si
(BC,CA, AB) sunt invers ordonate si ca tripletele (AM, BN, CP) si (DM, EN, F P) sunt si ele in-
vers ordonate. Din inegalitatea lui Cebagev rezulta atunci cd (AM+BN+CP)(DM+EN+FP) >

3(AM-MD+BN-NE+CP-PF) = Z (a® + b 4 %), care este o inegalitate mai tare decat cea
din enunt, deoarece 3(a? + b2 + ¢?) > (a + b+ ¢)?.

RMT 1/2018

0BJ.130. In cate moduri putem ageza pe un rand k > 12 numere din multimea {—1,1} astfel
incat produsul oricaror 10 numere consecutive sa fie 1, iar produsul oricaror 12 numere consecutive
sa fie —17

Dorel Mihet (Concursul Teodor Topan, 2017)

Solutie: Observam mai intai ca numerele agezate in rand se repetd din 10 in 10. Intr-adevir, daca
intre dou& numere, a si b, se afla exact 9 alte numere, notand produsul acestor 9 numere cu p,
trebuie sa avem ap = 1 si bp = 1, de unde rezulta ci a = b. Analog se arata cd numerele se repeta
din 12 in 12 (daca k > 12).

Ne uitdm acum la o pereche formatd din doud numere agezate unul dupa altul in rand, c si d.
Daca in stanga lor sau in dreapta lor existd un grup format din 10 numere, produsul celor 10
numere fiind 1, rezulta cd c¢d = —1, adicd d = —c. Deducem ca, incepand de la al 11-lea, numerele
din réand sunt alternativ 1 gi —1. Acest lucru este valabil gi cand randul este parcurs de la stanga
la dreapta, si de la dreapta la stanga.

Conchidem ci, daca k > 20, atunci trebuie ca toate numerele din rand sa fie alternativ 1 si —1,
dar atunci produsul primelor 10 numere din rand este —1, ceea ce nu convine. Agadar, nu putem
ageza pe un rand k > 20 numere din multimea {—1,1} astfel incat produsul oricaror 10 numere
consecutive s fie 1, iar produsul oriciror 12 numere consecutive si fie —1.

Pentru 12 < k < 19, din cele de mai sus rezultd numerele trebuie sa fie dispuse astfel:

1, FL, L, FL +1,F1,+1,F1,...,.
N——

k—10 numere 20—k numere k—10 numere

Daca notdam cu p; produsul primelor & — 10 numere din rand si cu ps produsul urméitoarelor
20 — k numere, trebuie sd avem p1ps = 1. Asadar, odata ales primul numar din rand, produsul
numerelor din grupul mijlociu, ps, este unic determinat.

Avem doud moduri de a alege primul numar din rand si tot cate doud moduri de a alege fiecare
din primele 19 — k numere din grupul central de 20 — k numere. Ultimul numé&r din acest grup
este unic determinat din conditia ca produsul numerelor din acest grup sa fie ps. Obtinem agadar
229=F moduri de a ageza pe un rand 12 < k < 19 numere din multimea {—1,1} astfel incat
produsul oricaror 10 numere consecutive si fie 1, iar produsul oriciror 12 numere consecutive sa
fie —1.
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0OBJ.131. Determinati numerele reale pozitive a,b,c,d astfel incat a®b + b3c + c*d + d3a =
a?b + b%c+ 2d + d?a si abed = 1.

Carmen-Victorita Chirfot
Solutia 1: (Viad Vergelea, Marian Daniel Vasile)

Fiea=2z* b=vy% c=2* d=1t* unde z,y,2,t > 0. Din abed = 1 rezultd zyzt = 1, iar conditia

a?b + b3c + Ad + d3a = a®b + b%c + 2d + d%a se traduce prin Zx12y4 = Zx8y4 = ZnySZt.
cyc cyc cyc

Vom demonstra ci Zx12y4 > Zx9y5zt, cu egalitate daca si numai dacd x = y = z = t.

cyc cyc
Cum ipoteza aratd cd ne aflam in cazul de egalitate, rezultd ca * = y = z = t = 1, adica
a =0b=c=d = 1. Sa demonstraim acum inegalitatea de mai sus. Vom folosi o ,sparg-

ere cu medii” (a se vedea capitolul omonim din cartea lui M. O. Drimbe - Inegalitati. Idei si
metode). Cautdm ,ponderile” a,8,7,6 > 0, cu o+ 8+ v+ J = 1, pentru care inegalitatea

ax?yt + By'22t + y2'12t% + 6t122* > 2%yO 2t sa reprezinte inegalitatea mediilor ponderats, adica

12a0+46 =9
= 29 7
s fie indeplinite relatiile gg iig _ f Rezolvand acest sistem, se gisesc a = 10 b= 0
126 + 4y = 1.
1,3
TT 00 T

Sa remarcam ca solutia gasita indeplineste «, 8,7v,9 > 0 si a + 8+ v+ § = 1. Scriind si relatiile
similare gi adunand obtinem inegalitatea pe care doream s-o demonstram.
Solutia 2: Din inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz (forma Titu Andreescu), avem ci

) . . 25)2 (b%c)®  (Ad)?  (d?a)?® _ (a®b+bPc+ Pd+ d*a)?

4 et 4 dia = >
@bt catdia ab + be + cd + da — ab+bc+ cd + da
Tinand seama de egalitatea a®b+ b3c+ c*d+ d3a = a?b+ b%c + 2d + d?a, inegalitatea de mai sus
revine la ab + be + ed + da > a?b + b2c + 2d + d2a.
Tot din inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz (forma Titu Andreescu), avem ca ab + be +
(ab)? N (bc)? N (cd)? N (da)? > (ab + be + cd + da)?

c d a b+c+d+a

cd+da > a’b+bc+cd+d%a =

g+b+c+d2ab+bc+cd+da.

In fine, tot din inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz (forma Titu Andreescu), avem ci

a*b+b3c+ Ad+dPa  a? N oo & (atbtetd?
abed cd da ab  bc T ab+bc+cd+da T

, de unde

a’b + bdc + 3d + d*a =
a+b+c+d.

Am aratat asadar ca a?b+b%c+c?d+d%a > a+b+c+d > ab+be+cd+da > a?b+bic+c2d+da,
deci trebuie sa avem egalitate in toate inegalititile de mai sus. Dar atunci 0 = a2b + b%c + 2d +
d*a —2(ab+bc+cd+da)+ (a+b+c+d) =bla—1)2+c(b—1)? +d(c—1)? +a(d — 1)?, de
unde a = b = ¢ = d = 1, numere care verifica intr-adevar relatiile date.

OBJ.132. Fie a,b,¢,d € (0,00) cua+ b+ c+d=1. Ardtati ca

a i b . c n d >é
b+1 c¢+1 d+1 a+175"

Marian Cucoanes

Solutie: Cu inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz si inegalitatea mediilor avem bi—il +
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b c d a? b? c? d? (a+b+c+d)?
+ + = + + + > =
c+1 d+1 a+1 ab+a bec+b cd+c da+d ~ ab+bec+ed+da+a+b+cec+d
1 1 1

4 a
> = = —. Egalitatea are loc daca =
@b+ D+ fararrdy’ | Ly 5 e ab+a
- E— +1 4
b d 1
bc+b:cdic:da+d§ia+C:b+d’adiCépemrua:b:C:d:Z'

OBJ.133. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC'. Dreapta Al intersecteazi a doua
oard cercul circumscris triunghiului ABC' in punctul M. O dreaptd oarecare care trece prin M
intersecteazi dreapta BC' in punctul P si cercul circumscris triunghiului ABC' in punctul Q.
Demonstrati ca dreapta AM este tangenti cercului circumscris triunghiului 7PQ.

Titu Zvonaru

Solutie: Deoarece <M BP = <MAC = <MAB =
<IM@B, triunghiurile MBP si M@QB sunt aseme-
nea, deci % = %, adici MB? = MP-MQ. Dar
MB = MI (proprietate cunoscutd; se demonstreazi
usor prin calcul cd m(<MBI) = m(<MIB)), deci
MI? = MP - MQ. Din reciproca teoremei puterii
punctului rezulta cd M1 este tangenta cercului cir-
cumscris triunghiului 7 PQ.

OBJ.134. Treisprezece albine, una micid si doudsprezece mari,
locuiesc intr-un fagure format din 37 de celule hexagonale. Fiecare
albind mare ocupa trei celule vecine (hexagoane care au un punct
comun), iar albina mic ocupa exact o celul (vezi figura). In cate
moduri putem imparti fagurele in 13 sectoare disjuncte astfel incat
cele 13 albine sa poatd fi agezate In fagure respectand regulile de
mai sus?

Concursul Naboj, 2016

Solutie: S& consideram cele 13 celule gri din figura alaturata.

Fiecare sector constand din 3 celule ,yecine” contine exact o celula

gri, deci albina mica trebuie sd ocupe una din celulele gri. Daca

albina mica sta in celula din centru, analizand diversele moduri de

a Imparti restul fagurelui in 12 sectoare, se giasesc doud impartiri,

cea din figura din stanga de mai jos si rotita acesteia cu 60° in ju-

rul originii (in oricare din sensuri). Daca albina mica std intr-una

din cele 6 celule ,de la mijloc”, atunci, pentru fiecare din cele 6

alegeri ale celulei ocupate de albina mica, restul fagurelui se poate

imparti intr-un singur mod in 12 sectoare: cel din figura din mij-

loc de mai jos si altele 5 analoage. In fine, daci albina micd sti intr-una din cele 6 celule de
la marginea fagurelui, restul fagurelui poate fi impartit in doud moduri in 12 sectoare (cel din
dreapta in figura de mai jos precum si simetricul acestuia). In total sunt agadar 1-24+6-1+6-2 = 20
moduri de a Imparti fagurele.
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AR APL ARG
GGG

OBJ.135. Fie ABC un triunghi dreptunghic in B, M mijlocul catetei AB, iar D proiectia lui
M pe AC. In exteriorul triunghiului ABC se construieste triunghiul ADE, isoscel de baza [AD],
astfel incat EA L AB. Daca {N} = CM N EA, demonstrati ca EN = EC.

Petru Braica
Solutia 1: Fie X gi P mijloacele segmentelor [AD], respectiv

[CE]. Triunghiurile ABC gi ADM sunt asemenea (UU), deci

% = % = jgg = %, deci si triunghiurile BCM N
si DM X sunt asemenea. Rezulta ca <DM X = <BCM. Dar

[M P] este linie mijlocie in trapezul ABCE, deci MP || BC,

de unde <BCM = <«CMP. Asadar <DM X = <«PMC, adica

semidreptele (M D si (M P sunt izogonale in unghiul <X MC. B M

Cum M D este Inaltime in triunghiul XMC, centrul cercu- ' - AEEN
lui circumscris acestuia se afld pe izogonala 1naltimii, deci pe

(MP. Triunghiul CXFE fiind dreptunghic, avem PC = PX,
deci P se afld pe mediatoarea segmentului [XC], rezulta ca
P este centrul cercului circumscris triunghiului CM X, deci
PM = PC = PE = PX, adica triunghiul CM FE este drep-
tunghic in M. Pe de altd parte, din ABCM = AANM CAN
rezultda CM = MN, deci [EM] este mediani si indltime in
triunghiul CEN, de unde rezultd ca EN = EC.

-l
=

S

]\T
Solutia 2: Fie X §i Y mijloacele segmentelor [AD], respectiv

[AM]. Atunci A EDY = A FAY (LLL), deci m(<EDY) =

90°. Deducem ca EFA si ED sunt tangente cercului circum-

scris triunghiului ADM, ori se stie ci aceastd proprietate

arata ca ME este dreapta suport a simedianei din M a tri- B M Yy
unghiului ADM. Deducem ca m(<DME) = m(<AMX). = x4
Dar MX || BD si patrulaterul BCDM este inscriptibil, deci 2N <
m(<DME) = m(<AMX) = m(<ABD) = m(<DCM) = D
90° — m(<CMD), deci m(<CME) = 90°. Ca mai sus se E
aratd ca [EM] este si mediand in triunghiul ECN, de unde

concluzia.

Solutia 3: Dacd ab = 2a si m(<XFEA) = m(<«BAC) = a, atunci BC = 2atga, AD = acosa,
AD BC BM

AE = 5ema = %, deci A 2tga = Tk deci ABCM ~ AAME. Rezulta ca

m(<AME) = m(<BCM) = 90° — m(<BMC), de unde CM 1 ME. De aici se finalizeazi

ca in solutiile de mai sus.
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RMT 2/2018

OBJ.136. Aratati ca daca numerele naturale = si y au proprietatea ca (ax + by)? + (b + ay)?
este divizibil cu a + b pentru orice a,b € N*, atunci = = y.

Andrei Eckstein
Solutie: Alegand a = 1, b = p — 1, unde p este un numar prim arbitrar, obtinem ca x2 + 2(p —
Day+ (p—1)2y% +y? +2(p— 1)ay + (p — 1)22? este divizibil cu p. Deducem ca 2(z? — 2zy + y?)
este divizibil cu p. De aici rezulta ca 2(z — y)? este divizibil cu orice numar prim, prin urmare
2(z —y)? =0, adica x = y.

OBJ.137. Fie a, b, ¢ € (0,1] astfel incat ab+bc+ca+1 = a+b+c+2abe. Demonstrati inegalitatea

a ¢ b

—4+ -+ -=2>2(a+b+c).

R c b a

In ce caz avem egalitate?

Mircea Lascu

Solutie: Conditia din enunt se transcrie abc = (1 — a)(1 — b)(1 — ¢). Tindnd cont de inegalitatea

1 1
z(l—x) < 1 oricare ar fi x real deducem ca a?b*c? = a(1—a)b(1—b)c(1—c) < o de unde rezulta

b b
cd abc < —. Tinand cont de aceasta inegalitate, avem succesiv: g—|—£—|—f > atbte > 2(a+b+c).
8 c b a abe
1

Avem egalitate daci si numai dacdi a =b=c= 5

b b -
Inegalitatea 4 + g + - > ?ch este cunoscutd. Ea 1i apartine lui Sefket Arslanagic¢ si se
c a abc
3
poate demonstra astfel: 4 + ¢ + ¢ > 3¢ 2,26 20 Adunand cu dous relatii analoage si
c ¢ b c ¢ b Yabe

impartind cu 3 obtinem inegalitatea dorita.

OBJ.138. Fie ABC un triunghi oarecare si trei puncte arbitrare M € [BC|, N € [AC], P € [AB].
a) Aritati ci cercurile circumscrise triunghiurilor ANP, BMP si CM N au un punct comun, S.
b) Daca A; € [NP], By € [PM], Cy, € [MN] sunt astfel incat <AA;P = <BB;M = <CCN =
<ANS, atunci dreptele AA;, BB; si CC7 sunt concurente.

Petru Braica si Mihai Miculita
Solutie: a) Notand cu S cel de-al doilea punct de
intersectie a cercurilor circumscrise triunghiurilor APN
si BMP, avem: APSN inscriptibil implica <ANS
<BPS, iar PBMS inscriptibil implica <BPS
<SMC'. Deducem cid <ANS = <SMC, ceea ce arati
ca patrulaterul SMCN este, si el, inscriptibil. (Punctul
a) poartd numele de teorema lui Miquel).
b) Avem m(<tA1AN) = m(<AA,P) — m(<ANP) =
m(<ANS) — m(<ANP) = m(<«PNS) = m(<PAS),
deci (AA; este izogonala lui (AS in triunghiul ABC. In
mod analog se aratd ci perechile de drepte (BBj, BS)
si CCy,CS) sunt izogonale, aga ca dreptele AA;, BBy,
CC; sunt concurente in izogonalul punctului S in tri-
unghiul ABC'. (Acest rezultat este cunoscut; el rezulta
imediat aplicand forma trigonometrica a teoremei lui

Ceva.)
OBJ.139. Fie a, b, c numere rele pozitive astfel incat abc = 1. Aratati ca
64
3,13, 3
a”+ b +c’ + > 11.
(a+b)(b+c)(ct+a) —
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Titu Zvonaru
Solutia 1: (Viad Vergelea si Marius Olteanu) Fie p=a+b+c¢, ¢ = ab+ bc+ ca si r = abc = 1.
Atunci a® + b3+ 3 = p? —3pq+3r, (a+b)(b+c)(c+a) = pg—r, iar inegalitatea de demonstrat se

3 3
p° — 3pg + 3r N 64r > 11, adica p° — 3pg > 8pq — 72r
r pg—r r pg—r

la (p3 — 3pq)(pg — r) > 8r(pqg — 9r). Dar pg > 9r rezultd din inegalitatea mediilor, prin urmare
pq — 1 > 8r. Pe de alta parte, p® — 3pg > pq — 9r este inegalitatea lui Schur, astfel ca inegalitatea
de demonstrat se verifica. Egalitate avem daca a =b=c = 1.
Solutia 2: (Titu Zvonaru) Deoarece abc = 1, inegalitatea se scrie succesiv a® + b3 + ¢* — 3abe >

64 . sy o 8[(a + b)(b+ ¢)(c + a) — 8abc]
S— , apoi (a+b+c)(a?+b°+c?—ab—bc—ca) > (a+b)(b+c)(c+a)

(a+b)(b+c)(c+a) , ,
sanl Z (a+b+c)(a—b) 2 Z( seta Z0) . Cum (a+b)(b+ ¢)(c+ a) > 8abc (rezulta

2 a+b)(b+c)(c+a)

din inmultirea inegalitdtii a + b > 2v/ab cu analoagele), este suficient si demonstram ca

Z (atb+ g)(a —%) > Zc(a—b)Q, adica (b+c—a)(b—c)?+(c+a—b)(c—a)?+(a+b—c)(a—b)? >

0. Aceasta inegalitate se rescrie 2(a® + b + ¢3) + 6abe > 2(a?b + ac + b%a + b?c + c2a + cb) si
este inegalitatea lui Schur.

scrie . Eliminand numitorii, ajungem

)

OBJ.140. Intr-un rand stau aliniati 2™ soldati. Soldatii se pot rearanja intr-o noua linie doar
in modul urmator: soldatii care stau pe pozitii impare se pun la inceputul randului pastrand
ordinea dintre ei, iar soldatii care initial stateau pe pozitii pare se repozitioneaza la sfargitul
liniei, pastrand ordinea dintre ei. De exemplu, pentru n = 3, soldatii aflati initial in configuratia
12345678 se repozitioneazd in ordinea 13572468. Demonstrati ca dupa n asemenea rearanjari
soldatii vor sta in aceeagi ordine ca la inceput.

Olimpiadd Estonia
Solutie: Numerotam soldatii de la 0 la 2™ — 1 si le punem in corespondentd reprezentarea in
baza doi completatd cu O-uri in fatd astfel incat fiecdrei pozitii sd 1i corespundad un cod format
din n cifre de 0 sau 1. De exemplu, pentru n = 3 avem codurile 000, 001, 010, 011, 100, 101,
110, 111. Dupa rearanjare, soldatii stau intr-o pozitie al carei cod se obtine mutand ultima cifra
pe post de prima (si lasand celelalte cifre nemodificate si in aceeasi ordine). Astfel este evident
ca dupa n rearanjari fiecare soldat va avea din nou codul initial, adic va reveni in pozitia initiala.

OBJ.141. Fie n un numar natural nenul si = si y douad numere naturale astfel incat z +y = 10™.
Aratati ca dacad numerele x si y au exact aceleagi cifre doar cd in ordine diferitd, atunci = si y
sunt multipli de 5.

dr RMT
Solutie: Cele doua numere trebuie sd aiba cate n cifre. Dacd © = T123 ... T, 18 Y = J1Y2 - - - Un,
atunci trebuie ca z,, + ¥, sa fie egal cu 0 sau cu 10. In primul caz rezulti z, = y,, = 0 deci = si y
sunt multipli de 5. S& examinam cel de-al doilea caz. Daca x,, +y, = 10 atunci avem trecere peste
ordin, deci trebuie ca x,,_1 +y,_1 = 9. Dar atunci la adunarea cifrei zecilor avem din nou trecere
peste ordin, deci trebuie ca x,_2+vy,_o = 9 si aga mai departe pana la x1 +y; = 9. Pentru fiecare
pereche (zg,yr) cu k € {1,2,...,n — 1}, cifrele z, si yi trebuie sd mai apard undeva, printre
y;-uri, respectiv z;-uri. Nu pot fi ambele y,,, respectiv z,, pentru ca zy +yx = 9, iar =, +y, = 10.
Asadar una din ele apare printre primele n — 1 cifre. S zicem ci xy = y,. (Sa observam ca k # ¢
deoarece xy, + yr = 9 este impar.) Atunci avem si yp = 9 — 2 = 9 —yr = 4. Astfel putem elimina
perechi identice de cifre pand cand ajungem fie la o pereche, (z,,¥y,), dacd n este impar, fie la
doud perechi, (z;,y;) si (Zn, yn), dacd n este par. In primul caz, cifrele trebuie sa fie identice, deci
Tp = Yn = 5, ceea ce aratd din nou cd x ¢ y sunt multipli de 5. A doua varianta nu este posibila
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pentru cd ar trebui ca x; =y, sl y; = Ty, deci 19 =9+10 = x; + y; + = + Yo = 2(y, + yn) este
numar par, fals.

RMT 3/2018

0BJ.142. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia 11x? + 14y? = 522.

* ok ok
Solutie: Daca xyz = 0, se aratad usor ci singura solutie este z =y = z = 0.
Fie d = (w,y,2). Simplificim relatia prin d? pentru a ajunge la 11a? + 14b%> = 5¢2, unde
(a,b,c) = 1. Consideram relatia modulo 8: 3a? + 6> = 5¢2 (mod 8). Stim insa ca a? poate lua
doar 3 resturi modulo 8, anume 0, 1,4. Analizand cazurile, deducem ca singura posibilitate este
s avem a, b, ¢ pare, ceea ce contrazice (a, b, c¢) = 1. Deducem ca singura solutie este t = y = z = 0.

0BJ.143. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC si A’, B’, C’ intersectiile indltimilor din
A, B, respectiv C' cu cercul circumscris triunghiului. Dacd O este centrul acestui cerc, iar Aj,
B, Cy sunt intersectiile dintre OA’, OB’ si OC’ cu laturile BC, C' A, respectiv AB, demonstrati

ca dreptele AA;, BB; si CCy sunt concurente. )
Manuela Prajea

Solutie: Avem m(B/O-\Al) = m(A'B) =

2m(BAA") = 2(90° — m(B)) = 180° — 2m(B)

si analog m(COA;) = 180° — 2m(C). Din Teo-

rema Sinsusului iIn AOBA; si in AOCA; rezulta
A, 0A, OA, CA,

i B =nn — = , deci
sin(2B) sin(OBC)  sin(OCB) sin(20)
gﬁi = ziiggi Folosind analoagele si reciproca B

Teoremei lui Ceva deducem concluzia.

Remarca: Dacda AONBC = {As}, atunci m(<OAsB) = 90°—m(<B)+m(<C), iar m(<OA,C) =
m(<tA’A; B) = 180° —m(< A1 A'B) —m(<A’BA;) = 180° —m(<B)+m(<«C). Astfel, triunghiurile
A CA
AC ARB’
Definind analog punctele Bs si Co, este clar ca dreptele AAs, BBy, CCy sunt concurente (in O),
deci si dreptele AA;, BBy, CC; sunt concurente (in conjugatul izotomic al lui O). Afirmatiile de

mai sus se demonstreaza imediat folosind teorema lui Ceva si reciproca acesteia.

BOA; si COA; sunt congruente, deci A; este conjugatul izotomic al lui A, adica

OBJ.144. Demonstrati ci pentru orice numere pozitive a, b, ¢ are loc inegalitatea

a . b n c § a+b+e
a24+bc b +ca 2+ab T 2 aZ+b2+c2

Marian Cucoanes si Marius Dragan

Solutie: Inegalitatea din cerintd poate fi scrisa sub forma 2(a’b? + a?b® + a®c? + a%c® + b°c? +

b2cd) — (a*b? + a®b* + b2 + b3t + ated + aPct) — abe(a* + b* + ¢*) + abe(a?b? + b2 c? + c2a?) —
1 1

abe(a®b+ab?® +be3 + b +acd +-ca®) > 0 sau 2[5, 2, O]—|—§[3, 3,1]+[4,2,1] > [4,3, 0]—&—5[5, 1,1] adica

4[5,2,0]+[3,3,1] > 2[4,3,0]+[5, 1, 1]+ 2[4, 2, 1]. Folosim inegalitatea lui Schur [4,0,0]+[2,1,1] >

2[3, 1, 0] inmultita cu abe, adica [5, 1, 1]+ [3,2,2] > 2[4, 2, 1]. Acum, din inegalitatea lui Muirhead
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stim ca 4[5,2,0] + [3,3,1] > 3[5,2,0] + [5,1,1] + [3,2, 2] > (2[4, 3,0] + [5, 1, 1]) + 2[4, 2, 1], inegali-
tatea la care trebuia sa ajungem.
Egalitatea are loc daca si numai dacd a = b =c.

2,32 .2
a®+b"+c
Remarca: Folosind faptul cad membrul stang este majorat de eyt

2abc
2 b2 2 3 b

inegalitatea de mai sus rafineazi inegalitatea i > 2 <a—|—+c) .

?)

(Baltic Way 2003),

2abc a? +b? + 2
= (@ +y)(@® +9°).
Gheorghe Sz6lldsy

OBJ.145. Rezolvati in numere intregi ecuatia 5(x2 + zy +y

Solutie: Daca = = 0 atunci y € {0,5}; y =0 =z € {0,5}.

In continuare, presupunem ca x,y € Z*. Atunci z+y > 0. Mai mult, dacd presupunem x+y = 1,

relatia din ipotezd este falsd, deci « + y > 2. Presupunand prin absurd 5|z + y, deducem ca

2% +y? | 2?2 + 2y + y?, imposibil deoarece 0 < |zy| < 2?2 + 2.

Deci 5|2% +y? = o+ y|2® + 2y + 92, deci x + y|2? si v + y|y? Deci (v,y) # 1. Fie atunci

r = du, y = dv, cu u,v € Z*, (u,v) = 1, d > 2. Ipoteza este echivalentd cu 5(u® + uv +

v?) = d(u + v)(u? + v?), deci u +v € N*. Prin acelasi algoritm ca mai devreme deducem ca

5lu? +v? = u + v|u? + uv + v? = u+vju*;u+v[v? = u+v = 1. Deci v = 1 — u. Deducem c&
2

222_7% = g Cum (2u?—2u+1,u?—u+1) = 1, ajungem la 2u?—2u+1 = 5k; u® —u+1 = dk,

unde kK € N*. Deci —1 =5k —2dk = k=1=u?>-u—-2=0=>u=—1sauu=2.

Daciu=-1=x=-3,y=6,dacau=2=x=6,y = —3.

Solutiile sunt {(0,0); (0,5); (5,0); (—3,6); (6, —3)}.

OBJ.146. Fie a, b, ¢, d numere reale astfel incat a,b,c>1>d>0sia+b+c+d=4.
Demonstrati inegalitétile:
a) 5 <ab+ac+ ad+ bc+ bd+ cd < 6,
b) 2 < abc+ abd + acd + bed < 4,
72

3 3 3 3
c)a’+b>+c+d +a2+b2+c2+d2 < 22.

Leonard Giugiuc si Marian Cucoanes
Solutie: a) Avem (a—1)(b—1) >0, (b—1)(c—1)>0si (c—1)(a—1) >0, deciab>a+b—15i
analoagele. Prin adunare, obtinem ab+bc+ca > 2(a+b+c¢)—3 (*), deci ab+be+cd+da+ac+bd >
(d+2)(a+b+c)—3=(d+2)(4—d)—3 > 5, ultima inegalitate fiind echivalentd cu d(2 —d) > 0,
care este evidentd pentru d € [0, 1]. Egalitate avem dacd d = 0 si dou# dintre numerele a, b, ¢ sunt
1 (deci al patrulea numar este 2).
Altfel: Daca inlocuim (a, d) cu (a+d,0), expresia ab+bc+ca+ad+bd+cd scade (cu ad), deci este
suficient si demonstram inegalitatea in cazul d = 0. In acest caz putem fie folosi (*), fie remarca
din nou ca daca indepartam dou variabile (fara a le modifica suma), expresia ab+ be+ ca scade.
Putem astfel micgora doud dintre variabile pana cand devin 1 (ultima variabila devine 2). In acest
caz valoarea expresiei este 5.
ab+bc+ced+da+ac+db <6< (a+b+cetd)?—(a>+0?*+c?+d?) <12 a?+ b2+ 2 +d% > 4,
evident din inegalitatea mediilor.
b) Daca inlocuim (a,d) cu (a + d,0), atunci expresia E(a, b, ¢,d) = abc + abd + acd + bed devine
E(a+d,b,c,0) = (a + d)bc = abc + bed, adica mai mica. Inlocuind acum (b, ¢) cu (b+ ¢ —1,1),
obtinem E(a+d,b,c,0) > E(a+d,b+c—1,1,0) = (a+d)(b+c—1) = (4—b—c)(b+c—1). Notand
s=b+ec,stimcab+c>1+1=2gib+c=4—a—-d<4-1-0=3,deci s € [2,3]. Atunci
E(a,b,c,d) > (4—8)(s—1) = -4+ 55 — s> =2 — (5 —2)(s — 3) > 2 deoarece (s —2)(s —3) <0.
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In plus, ab(c + d) + cd(a + b) < (a—;b)Q (c+d)+ (c—zd)Q (a+b) =
(a+b)(c+d)fla+b+c+d) — (a+b)(c+d) < (a+b20+d)2 .

c)Notimz =a—1,y=b—-1, z=c—1. Atunci0 <z +y+2 <10 < z,9,2z <1, iar
d=1-z—-y—z Notimu=a®+b3+ A +d® =4+6(x +y+2)? — 6(zy +yz + 22) — 3(2%y +
vy? +y?2 +y2? + 22 + 2%0) — 6ryz <4+6—-0— 0= 10.

Notam v = a?+b*+c2+d? = 4+2(22+y? +22)+2(vy+yz+22) = 4+2(x+y+2)2 =2(2y+yz+27).
Obtinem ca v =a? + 0> +c2+d?> > 4. Saua? +b?> +c2+d?> = (a+b+c+d)? — 2(ab+ ac +
ad+bc+bd+cd) >42—-2-6=4.)

De asemenea, u — 3v + 8 = —3(2%y + xy?® + y?2 + y22 + 222 + 2%2) —6ryz = u— 3w+ 8 <0 &
@+ +S+d3) (P + 0+ +d*) -2+ 02+ P+ d?)+T2< 0 w—220+72<0&
(u—10)(v —4) 4+ 4(u — 3v 4+ 8) < 0, adevirat.

Egalitate avem dacd v — 3v + 8 = 0 si fie u = 10, fie v = 4. Ori u — 3v 4+ 8 = 0 are loc cand (cel
putin) doud din variabilele z,y, 2z sunt egale cu 0, deci cel putin doud dintre a,b, ¢ sunt egale cu
1. Mai trebuie, in plus, u = 10 (ceea ce se Intampla dacd, in plus,  + y + z = 1, adicd pentru
d = 0, adicd pentru numerele 0, 1,1, 2), sau dacd v = 4, ceea ce se intdmpla dacd x =y =z =0,
adicd pentrua=b=c=d=1.

OBJ.147. Se considera triunghiul oarecare ABC' in care punctele de contact ale cercului inscris
cu laturile BC, CA si AB sunt Ts, Tg, respectiv T¢, iar punctele de contact ale cercului A-
exinscris cu latura BC si prelungirile laturilor AC si AB sunt T}, T, respectiv T¢. Demonstrati
ca dreptele TxaTp si T3T5 sunt perpendiculare si se intersecteazd in proiectia punctului B pe
bisectoarea unghiului <t A.

Petru Braica

Solutie: 71T este perpendiculara pe bisectoarea

exterioard a unghiului <C', deci este paralela cu bi-

sectoarea interioard a lui <C, care la randul ei este

perpendiculara pe T'4Ts. Toate acestea implica per-

pendicularitatea dreptelor T3T5 si T4Tg. 7 T
Vom trata cazul AB > AC. Cazul AB = AC este B
trivial, iar cazul AC > AB este analog. Fie X

proiectia lui B pe Al gi {B'} = BX N AC. Atunci TZ

[AX] este bisectoare si inaltime in triunghiul ABB’, B » C
deci acesta este isoscel. Rezultd cd m(<«BI,C) = -

90° — $m(<Ad) = m(<AB'X), deci patrulaterul X WA B
1,B’C B este inscriptibil. Rezulta ci proiectiile punc-
tului I, pe dreptele suport ale laturilor triunghiului
BCB’ sunt coliniare (determina dreapta lui Simson
a lui I,), adica punctele T, X si Tj sunt coliniare. T

I,

Similar, m(<I/BB') = m(<ABX) — m(<ABI) = 90° — $ m(<4) — 3 m(<B) = i m(<C) =
m(<ACT), deci gi patrulaterul CIBB’ este inscriptibil. Deducem ca proiectiile lui I pe dreptele
BC, CB’ ¢i B’B sunt coliniare (dreapta lui Simson), adicd T4, X si T sunt coliniare. In con-
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cluzie, dreptele TATp si T3T% sunt perpendiculare si se intersecteaza in proiectia punctului B
pe bisectoarea unghiului <t A.

OBJ.148. Determinati numerele naturale n > 3 cu proprietatea ci numerele 1,2,...,n pot fi
agezate Intr-o anumitd ordine pe un cerc astfel incat suma oriciror doud numere vecine si fie
divizibila cu 3 sau cu 5. Andrei Eckstein
Solutie: Numerele m = 3, n = 4 gi n = 5 nu au proprietatea doritd deoarece 3 nu poate avea
decat un singur vecin, anume pe 2, cu care adunat sa dea un multiplu de 3 sau de 5.
Vom arita cad orice n > 6 are proprietatea cerutd. Daca n este multiplu de 3 sau di rest 2 la
impartirea cu 3, atunci printre numerele 1,2, ..., n avem la fel de multe numere care dau rest 1
la impartirea cu 3 ca si numere care dau rest 2 la impartirea cu 3. Putem atunci pune numerele
in ordinea 3,2, ................. , 4,6, e, , unde In zona A se trec alternativ numerele care dau rest
zona A zona B
1, respectiv 2 la impartirea cu 3, iar in zona B se trec numere care sunt divizibile cu 3.
Dacid n da rest 1 la impartirea cu 3, atunci numerele de forma 3k + 1 sunt cu unu mai multe
decat cele de forma 3k + 2, deci putem pune numerele in ordinea 3,7, ................. I T
zona A zona B
unde in zona A se trec alternativ numere care dau rest 1, respectiv 2 la impéartirea cu 3, iar in
zona B se trec numere care sunt divizibile cu 3.

RMT 4/2018

OBJ.149. Demonstrati ca daca a, b, c > 0 atunci
%+ g +§ S 3€/(a+3b)(b+30)(c+3a)

abe

Florin Rotaru

b
Solutie: (Marius Olteanu) Notand x = %, y=-,
c

c . .
z = —, avem ca x, y, z > 0 satisfac xyz = 1, iar
a

inegalitatea revine la z +y + z > %Q/(:z: +3)(y + 3)(z + 3). Dar, conform inegalitdtii mediilor,

3/(x+3)y+3)(z+3) <z +y+2+9 <4(x+y+ 2), deoarece, tot din inegalitatea mediilor,
T +y+z2>33ryz = 3. Egalitatea are loc dacd x =y = 2z = 1, adicd dacd a =b =c.

0OBJ.150. In triunghiul ascutitunghic ABC, P si Q sunt mijloacele laturilor [AB], respectiv
[AC]. In interiorul triunghiului ABC' se considerd punctul X care se afld pe cercul de diametru
[AB] si satisface m(<X@QB) = 2m(<@QBC). Demonstrati ca patrulaterul BQX P este inscriptibil.

Mihaela Berindeanu

Solutie: Punctul P, fiind centrul cercului circum-
scris  triunghiului dreptunghic AX B, se gaseste
pe mediatoarea segmentului [BX]|. De asemenea,
punctul P se gaseste pe bisectoarea unghiului
<XQ@B (deoarece m(<«XQ@QB) = 2m(<«@QBC) =
2m (< PQB)).
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Cum X nu este simetricul lui B fatd de PQ (acesta nu se afla in interiorul triunghiului),
BQ # X@Q, deci bisectoarea unghiului <X @B intersecteazd mediatoarea lui [BX] intr-un singur
punct, punct despre care se gtie ca este mijlocul arcului BX al cercului circumscris triunghiului
BQX. Rezulta ca P se afla pe cercul circumscris triunghiului BQX, de unde concluzia.

OBJ.151. Fie a,b € (0,00) cu proprietatea ca a® + b® = 2. Aritati ca

2
20+ b+ s > /5(3a? + 2b2).

Marian Cucoanes

3 b3
Solutia 1: Inegalitatea se scrie echivalent 2a + b + a4 —; > 1/5(3a? + 2b?). Dupa ridicare la
a
pitrat si calcule, ea se scrie (a — b)2(a* + 6a®b + 2a?b? + 4ab® + b*) > 0, inegalitate evidenta.
Egalitate avem dacd a = b = 1.

3 3

Solutia 2: Scazand 3a + 2b din ambii membri, inegalitatea se scrie echivalent —a—b>

V/5(3a2 + 2b2) — 3a — 2b, adica

(a —b)%(a+b) < 6(a — b)?
ab ~ /5(3a2 +2b%) +3a+ 2b
b
Este atunci suficient sa aratam ca at > 6 > 6

ab ~ 3a+2b 7~ \/5(3a2 +20%) + 3a +2b
Prima inegalitate revine la 3a2 + 2% > ab si rezulta din 3a? 4 2% > a? + b% > 2ab > ab, iar a
doua este evidenta.
Comentariu: Ideea de a sciddea 3a + 2b din ambii membri vine de la observatia ca ambii
membri sunt mai mari ca 3a 4+ 2b, in cazul membrului drept, acest lucru rezultand din CBS:
5(3a +2%) = (12 4+ 12+ 12+ 12+ 1) (a®* +a® +a> + > + ) > (a+a+a+ b+ b2

OBJ.152. Fie n > 3 un numéir natural. Scriem numerele 1,2,...,n pe un cerc (nu neaparat in
ordine) si calculam cele n sume de cate doud numere vecine pe cerc. Care este numarul minim
de sume distincte pe care le putem obtine?

Andrei Eckstein
Solutie: Ne uitdm la vecinii lui 1 i la vecinii lui n. Daca 1 nu este vecin cu n, aceste 4 sume (ale
lui 1 cu cei doi vecini ai sai si ale lui n cu cei doi vecini ai sii) sunt diferite, deci avem nevoie de
cel putin 4 sume diferite. O variantd cu 3 sau mai putine sume s-ar putea eventual obtine numai
in cazul in care numerele 1 gi n sunt vecine. Daca avem, in ordine, pe cerc numerele z, 1, n, vy,
atunci 1 +x < 1+ n < y + n, deci nu putem avea mai putin de 3 sume distincte.
Un exemplu de aranjare a numerelor pe cerc pentru care se obtin trei sume distincte este:
1,n,2,n—1, 3 n—-2, ..., (dacd n = 2k + 1, ultimele numere sunt k, k + 2, k + 1 si urmeaza
iaragi 1, iar dacd n = 2k, ultimele numere sunt k — 1, k +2, k, k+ 1 si urmeaza 1). In concluzie,
numarul minim de sume distincte este 3.

OBJ.153. Aritati ci existd o infinitate de perechi de numere naturale (a,b) pentru care
cmam.d.c.(a® +1,b> +1) =a +b.
Olimpiadd Polonia, 2014
Solutie: Putem alege a = b?> — b+ 1, cu b € N* arbitrar. Atunci a + b = b + 1, deci divide atat
b + 1 cat si diferenta (a® + 1) — (b + 1) = (a + b)(a — b), deci divide si a® + 1 i este, evident,
cel mai mare divizor comun al celor doud numere.

OBJ.154. Fie ABC un triunghi cu m(<BAC) = 60° si AB # AC. Notam cu D si E punctele
de intersectie ale bisectoarelor unghiurilor <ABC i <ACB cu cercul circumscris triunghiului
ABC. Demonstrati ca dreapta DFE este tangenti cercului lui Euler asociat triunghiului ABC.

Petru Braica si Mihai Miculita
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Solutie: Fie H, O si Og ortocentrul, centrul cercu-

lui circumscris, respectiv centrul cercului lui Euler ‘\ T S D
in triunghiul ABC. Se stie cd semidreptele (AH si )

(AO sunt izogonale (simetrice fatd de bisectoarea E =" F\ \‘

unghiului A), ¢c& AH = 2RcosA = R = AOsi [ [ t\, .

cd Og este mijlocul lui [OH]. Cum AHO este tri- PR

unghi isoscel, (AOg este bisectoarea unghiului A si H Og o

indltime in triunghiul AHO, adica AOg L Oy0.
Ducem OT 1. DE, T € DF ginotam cu F intersectia
dreptelor DE si AOg. Daca M este al doilea punct de
intersectie a bisectoarei din A cu cercul circumscris,

M

este ugor de vizut cd m(<AFD) = w = m(<ABD) + m(<ECB) +

m(<BAM) = m<<A)+m(§B)+m(<C) =90°, deci FOgy L. DE. Rezulta ca OTFQOy este dreptunghi.
Dar m(<DOE)=120°, deci m(<«TEO)=30°, prin urmare F'Og = OT = OEsin 30°= R/2. Cum
raza cercului lui Euler este R/2, relatia precedenta aratd cad DF este tangentd cercului lui Euler.
Remarci: (Petru Braica)

1. Punctul F este de fapt punctul lui Feuerbach de tangenta a cercului inscris cu cercul lui Euler
asociat triunghiului. ([DE] si [C'B] sunt simetrice fatd de perpendiculara in I pe bisectoarea din
Al)

2. Daca notam cu D’ si E’ al doilea punct de intersectie al bisectoarelor exterioare din B si C'
cu cercul circumscris, atunci gi D’'E’ este tangent cercului lui Euler.

OBJ.155. Determinati numerele naturale n care au n — 11 divizori naturali.

Dr. RMT
Solutie: Daca n este par, n = 2k cu k € N, atunci numerele £k + 1, £+ 2, ..., 2k — 1 nu sunt
divizori ai lui n, deci 2k — 11 < k+ 1, deci k < 12, adicd n < 24. In plus, avand un numar impar
de divizori, n trebuie s fie patrat perfect, deci n = 16, care are intr-adeviar n — 11 = 5 divizori
naturali.
Daca n este impar, n = 2k + 1 cu k € N, atunci numerele k + 1, k + 2, ..., 2k nu sunt divizori
ai lui 2k + 1 (sau se poate rationa cu numerele 2, 4, ..., 2k), deci 2k + 1 — 11 < k + 1, adici
k < 11, deci n < 23. Verificand numerele 13, 15, 17, 19, 21 si 23 gasim ca 13 are intr-adevir 2
divizori, 15 are Intr-adevér 4 divizori, iar celelalte numere nu convin. In concluzie, n € {13,15,16}.

OBJ.156. Care este numarul minim de numere care trebuie alese din multimea {1,2,...,10}
pentru a putea fi siguri ca printre numerele alese exista cateva cu suma divizibild cu 117

Roka Sdndor, Concursul KéMal., 2018
Solutie: Vom arita cd minimul cautat este 5. Daci alegem 4 sau mai putine numere, ele ar putea
forma o submultime a lui {1,2,3,4} si din ea nu se pot alege cateva cu suma divizibild cu 11.
Reciproc, oricum am alege 5 numere din multimea {1,2,...,10}, printre ele existd cateva cu
suma divizibila cu 11. S& presupunem contrariul. Atunci din fiecare din perechile {1,10}, {2, 9},
{3,8}, {4,7} si {5,6} trebuie sa alegem exact un element. S& analizim cazuri:
- dacé alegem 1 gi 2, cum 14 2 + 8 = 11, trebuie sa 1l alegem pe 3; dar 1 +2 + 3 + 5 = 11, deci
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trebuie s#-1 alegem pe 6; atunci 1 +4+6 = 11 = 14+ 347, deci din perechea {4, 7} nu mai putem
alege niciun element fard a obtine cateva numere dintre cele alese care au suma 11;

- daca alegem 10 si 9, cum 10 + 9 + 3 = 22, trebuie s&-1 alegem pe 8; dar 10 +9 + 8 + 6 = 33,
deci trebuie sa-1 alegem pe 5; atunci 10 +7 + 5 = 22 = 10 + 8 + 4, deci din perechea {4, 7} nu
mai putem alege niciun element fard a obtine cateva numere dintre cele alese care au suma 11;
- dacd alegem 1,9gi3avem 1 +3+94+4+5=22=3+94+446=14+94+7+5=94+6+7,
deci orice alegere din ultimele doua perechi produce cateva numere cu suma divizibila cu 11;

- dacd alegem 1, 9si 8, cum 1+9+8+4 = 22, trebuie sa-1 alegem pe 7, dar 1+5+7+9 =6+7+9
arata ca nu il putem alege nici pe 5, nici pe 6 din ultima pereche;

- daca alegem 10, 2 i 8 avem 10 +8+2+7+6 =33, 8+2+7+5=22=104+24+44+6
si 2+ 544 = 11, deci orice alegere din ultimele doua perechi produce cateva numere cu suma
divizibila cu 11;

- daca alegem 10, 2 si 3, cum 10 + 2 + 3 + 7 = 22, trebuie sa-1 alegem pe 4, dar 10+ 6+ 4 + 2 si
5+ 4 + 2 sunt divizibile cu 11, ceea ce arata ca nu il putem alege nici pe 5, nici pe 6 din ultima
pereche.

Asadar, nu putem alege 5 numere fara ca unele dintre numerele alese si aiba suma divizibila cu 11.

RMT 1/2019

OBJ.157. Fie a, b, ¢ trei numere reale pozitive astfel incat a + b+ ¢ = 9. Aratati ca

2916
abc + ——— > 135.
ab + be + ca

Florin Rotaru
Solutie: Cu inegalitatea lui Schur avem (a + b+ ¢)® + 9abe > 4(a+ b+ ¢)(ab + be + ca), de unde,
cu conditia din enunt, abc > 4(ab + be + ca) — 81. Este suficient si aratam ca 4(ab + bc + ca) —

2916
81 + ————— > 135, inegalitate care revine la (ab + bc + ca — 27)% > 0, care este evidenta.
ab+bc+ca

Egalitatea are loc dacd a =b=c = 3.
Remarca: (Marius Olteanu)
12k 5

Are loc inegalitatea mai generala: daci a, b, ¢ > 0 si a+b+c = 3k, atunci abc+ ——— >
ab + bec + ca

a b c
Notand =z = 7 y = % z = T avem z,y,z > 0 cu x +y + z = 3 gi trebuie si ardtam ca
12
ryz + ——— > b, care este o inegalitate cunoscuté, care apare si in cartea V. Cartoaje —
TY + Yz + 2T

Algebraic Inequalities - Old and New Methods, Ed. GIL, 2006.

Remarca: Am primit si alte solutii (7Titu Zvonaru, Nicusor Zlota, Marin Chirciu i Octavian
Stroe) la aceasta inegalitate, cele trimise de Titu Zvonaru fiind reunite intr-o nota in acest numar
al revistei.

0BJ.158. Aflati numerele naturale x, y, z pentru care x2 4+ 2y + 4z, y? + 2z + 4z si 22 + 22 + 4y

sunt simultan patrate perfecte. . .
Mihaela Berindeanu

Solutie: Putem presupune ca x,y < z. Avem atunci 2% < 22 + 2z +4y < 22+ 62 < (2 +3)?, deci
22 4 22 4 4y poate fi 22 sau (z +2)? (nu poate fi (z 4 1)2 din motive de paritate). In primul caz
obtinem z = y = 0 si ar trebui ca 4z si 2z sa fie simultan patrate perfecte, ceea ce este posibil
numai dacd z = 0. Obtinem agadar solutiaz =y =z = 0. In celalalt caz, 2242 +4y = 22 +4z+-4
implicd = 2(z — y + 1) (numadr par) sau, totuna, 2z = x + 2y — 2.

Distingem in continuare doud cazuri: x < y si y < x.
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Daca x < y, atunci y? < y?+2z+4x = y? +2y+5r—2 < y? +Ty—2 < (y+4)%2. Cum y?+ 2z +4x
are aceeasi paritate ca si y? i trebui sa fie patrat perfect, rezulta y? 42y +5x —2 = (y+2)?, adica
2y = 5z —6. Atunci 2z = 2+2y—2 = 62—8, deci 22 +2y+4z = 22 +52—6+120—16 = 22+17x—22.
Cazul z = 1 nu convine, iar pentru # > 1 avem 22 < 22 + 172 — 22 < (z + 9)2. Cum x este par,
2?2 4+ 17x — 22 are aceeasi paritate ca si 22, deci poate fi (z +2)?, (z +4)2, (x + 6)? sau (z + 8)2.
Egaland pe rand aceste cantitiiti cu 22 4 172 — 22 obtinem x = 2 in cazul al doilea si = 86 in
cazul al patrulea, celelalte doua ecuatii neavand solutii intregi.

Daca z = 2 atunci obtinem 2y =5bx—6 =452z =6x—8 =4, adicAz =y =z = 2. intr—adevar,
in acest caz, 2 + 2y + 4z = y? + 22 + 4w = 22 + 22 + 4y = 16 = 42

Daca x = 86, atunci 2y = bx — 6 = 424 i z = 3x — 4 = 254 deci obtinem z = 86, y = 212,
z = 254 gi permutérile circulare ale acestei solutii. In acest caz 22 + 2y + 4z = 8836 = 942,
y? + 2z + 4o = 45796 = 2142 §i 22 + 22 + 4y = 65536 = 2562 sunt, intr-adevar, simultan patrate
perfecte.

Dacd y < x, atunci 22 +2y+4z = 22 +2y+22+4y—4 = 22+ 6y+22—4 < 22 +8x—4 < (v +4)2.
Avem agadar 2 < 2%+ 2y +42z < (v +4)2, deci 22 + 2y + 4z = (v +2)?, adica 22 + 6y + 22 — 4 =
224+ 4x+4,deciz =3y —4si 22 =x+2y—2 =5y —6. Dar < z implica 6y — 8 < 5y — 6, adica
y < 2. Dar pentru y € {0,1} obtinem x < 0, iar pentru y = 2 obtinem x = y, asadar in acest caz
nu avem solutii. Raman cele patru solutii gasite in primul caz.

OBJ.159. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia 2 - 7% = 13¥ + 1.

Marian Cucoanes
Solutie: Daca x = 0 atunci y = 0, iar dacd x = 1, atunci y = 1. S& ardtam ci acestea sunt
singurele solutii. Dacd x > 2, notand cu v7(n) exponentul la care apare numérul prim 7 in de-
scompunerea in factori primi a lui n, avem v7(2 - 7%) = x > 2, adicd v7(13¥ + 1) > 2. Cum
134+1=(14-1)Y+1= (-1 +1 (mod 7), rezultd ca y este impar. Cum 7 divide 13 + 1
dar nu divide nici 13, nici 1, putem aplica Lifting the Ezponent Lemma (LTE) care spune ci
v7(13Y + 1) = v7(13 + 1) + v7(y). Deducem ci v7(y) = x — 1 > 1, adicd 7 | y. Dar, cum y este
impar, rezultd atunci ca 137 4 1 divide 13Y 4+ 1 = 2 - 7%, ori se verifica usor ca 137 + 1 nu este de
forma 2 - 77 (sau se constata ca 29 | 137 + 1).

OBJ.160. Este posibil sa taiem o tabla de sah dupa 13 drepte care sa nu treaca prin centrul
niciunuia din cele 64 de patratele ale tablei astfel incat fiecare dintre bucéatile rezultate sa contina

centrul a cel mult un patratel?
* ok ok

Solutie: Raspunsul este negativ. Ne uitam la patratelele unitate aflate la margine, adicd pe prima
si ultima linie si pe prima gi ultima coloana. Sunt 28 de asemenea pétratele. Unim centrele acestor
patritele prin segmente de lungime 1 care formeaza, Impreund, un patrat de laturd 7. Daca un
anumit segment dintre acestea 28 nu este taiat de niciuna din cele 13 drepte, atunci dupa taiere
capetele respectivului segment vor face parte din aceeasi bucata. Ori fiecare dreapta poate taia
cel mult doud din cele 28 de segmente (o dreapta taie un p#trat in cel mult doud puncte), deci
13 drepte nu pot tiia toate cele 28 de segmente.
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OBJ.161. In cercul (O, R) se inscrie triunghiul
nedreptunghic ABC. Tangentele in A, B, C' la cerc
determina triunghiul A’B'C’, A € B'C’', B €
C'A', C € A'B'. Paralela prin A’ la B'C’ inter-
secteazd, AB si AC in M, respectiv N. Daca R;
este raza cercului circumscris triunghiului M BC,
iar Ry este raza cercului circumscris triunghiului
AMN, aratati ca R?> + R? = R3.

Gheorghe Sz6lldsy
Solutie: Avem <A'MB = <C'AB = <C'BA =
<A'BM, deci A’M = A’B. Analog, A’'C = A'N.
Dar A’B = A'C, deci A’ este egal departat de M,
B, CsiN.

Asta inseamna ca [MC] si [N B] sunt indltimi in triunghiul AMN. Fie H intersectia acestora. Se
stie ca patrulaterul ABHC' este inscris in cercul de diametru [AH], ca mijlocul, O, al lui [AH]
este punctul diametral opus lui A’ (mijlocul lui [M N]) in cercul lui Euler asociat triunghiului

R .
AMN care are raza 72, deci A’B = Ry, BO = R i OA’ = Ry (diametru in cercul lui Euler). In

plus, tangenta A’'B la cercul € (O, R) este perpendiculara pe raza OB, iar teorema lui Pitagora
in triunghiul OBA’ implici relatia din enunt.

OBJ.162. Un cerc arbitrar care trece prin varfurile B gi C, intersecteazd a doua oard laturile
[AC] si [AB] ale unui triunghi oarecare ABC in punctele D, respectiv E. Cercul circumscris
triunghiului AEC intersecteaza dreapta B D in punctele P gi @, iar cercul circumscris triunghiului
ABD intersecteaza dreapta C'E in punctele R si S. Demonstrati ci punctele P, Q, R si S sunt
conciclice.

Petru Braica si Mihai Miculita

Solutie: Fie {X} = BD N CE. Scriind
puterea punctului X fata de fiecare din
cele trei cercuri din problema obtinem
XR-XS =XB-XD = XFE-XC =
XP-X@Q. Cum X se afla pe cate o coarda
in fiecare din cercuri, { X} = [PQ]N[RS]
si atunci, din reciproca teoremei puterii
punctului rezultd ca punctele P,Q, R, S
sunt conciclice.

Remarca: Se poate arata ca centrul cer-
cului pe care se afla punctele P,Q, R, S
este chiar A. Se aratd usor ci triunghi-
urile ADP si
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APC sunt asemenea (UU), deci AP?2 = AD-AC. Analog, AQ? = AE- AB. Din puterea punctului
A fatd de cercul circumscris lui BCDE rezultda AD - AC = AE - AB, deci AP = AQ = /p(A).
Analog se aratd cd AR = AS = /p(4).

OBJ.163. Fie numirul natural n, n > 2. Demonstrati ca existd numerele naturale nenule a1, as,

., ap, astfel incat, pentru orice k € {1,2,...,n},

n

Hai =1 (mod ag).

i=1

;;ék Titu Zvonaru
Solutie: Consideram numerele: a; = 2, a3 =3, a3 =a1a2 +1, ..., ap_1 = a1a2- - ap_o+ 1
an = G102+ an_1 — 1. S& verificAm ci aceste numere satisfac conditiile din enunt. Cum a; = 1
(mod a;) pentru orice j < k < n (rezulta din modul in care este definit ay) si a, = —1 (mod a;),
avem Ca Gq---Qj_14j41- -Gy = —a102---aj—1 = 1 (mod a;) (ultima congruentd rezultd din
modul in care a fost definit a;). Asadar, a1as---aj_1aj41---a, =1 (mod a;) pentru orice j € N
astfel incat 2 < j <n — 1. Evident, as,as,...,a, sunt impare, deci asas---a, =1 (mod 2), iar

a1ag -+ ap—1 =1 (mod a,) rezultd din definitia lui a,,.

RMT 2/2019

OBJ.164. Dacid a, b, ¢ > 0 si a < b < ¢, ardtati ca are loc inegalitatea

a?b b%e 2a a2+ b2+ 2
+ + < :
b+c c+a a+b 2
Florin Stanescu
a?b b2c 2a

Solutia 1: (Marin Chirciu si Octavian Stroe) Notam S; = + +
b+c c+a a+bd

a’c b%a 2
+

+ .
b+c c+a a+b
Prin urmare, daci aratim ci S; < Sy rezultid ci 25; < a? + b% + ¢2, de unde concluzia. Vom
calcula Sy — S7 si vom arita ca So —S; > 0.

Avem Sl +SQ :a2 +b2 +C2.

- _ a’c b’a c?b a®b bie ca a’(c—b) b} a—-c)
Intr-adevir S, — S1 = + + - - - =
) b+c c¢c+a a+b b4+c c+a a+bd b+c c+a
M.Cumc—b—f—b—a:c—arezulté:
atb 2 2 2 2
a b c b
2= 51 = )(b+c c+a>+( a)<a+b c+a)
(c—b)(a—"b)(a®+ab+b*+ac+bc) (c—0b)(b—a)(b®+bc+ c*+ab+ ac)
+ >
(b+c)(c+a) (a+b)(c+a) -
(c—b)(a—0b)(a®+ab+b*+ac+bc) (c—b)(b—a)(a®+ ab+ b>+ ac+ be)
+ —
(b+c)(c+a) (a+b)(c+a)
(c—b)(b—a)(a® + ab+ b% + ac + be) 11 B
c+a a+b btc)
(c—=b)(b—a)(c—a)(a® + ab+ b* + ac + be) >0

(a+b)(b+c)(c+a) -
Deducem ca S — S > 0. Cu aceasta problema este incheiata.
Solutia 2: (Titu Zvonaru)
Dupa eliminarea numitorilor si reducerea termenilor asemenea, obtinem
ab* + be* + a*e — a*b — bie — act + a?b® + b2 + aPc? — a?b? — b3 — a2c® > 0.
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Inegalitatea de mai sus revine la (a — b)(b — ¢)(c — a)(a + b+ ¢)? > 0, ceea ce este evident.
Solutia 3: (Corneliu Manescu-Avram gi Nicusor Zlota)
a’b a? + 3b?

Vom arata ca e < g adica 7a?b < 3b3 + a’c + 3b3c. (1)
Notam%:g;gl, %:yZl.

Atunci inegalitatea (1) rezulta din 22(7 —y) < 6 < 3y + 3.

In mod similar avem be < b +3c" (2) si ca < ¢+ 3a2. (3)

c+a 8 a+b~ 8
Prin adunarea inegalitatilor (1), (2) si (3) obtinem inegalitatea din enunt.

OBJ.165. Aritati ca produsul a noua numere naturale nenule consecutive nu este niciodata cub

perfect. . .
Neculai Stanciu

Solutie: (Corneliu Manescu-Avram gi Nicusor Zlota, Focsani)

Fie a € N, ¢ > 5, numarul din mijloc, al cincilea. Atunci produsul celor noud numere naturale
consecutive este N = (a—4)(a—3)...(a+3)(a+4). Aratam ca (a®>—10a—1)3 < N < (a®—10a)3,
pentru a > 11.

Intr-adevar N = a(a® — 12)(a? — 22)(a® — 3%)(a® — 42) = a® — 304" + 273a° — 820a® + 576a,
deci N — (a® — 10a — 1)3 = @ — 30a” + 273a® — 820a® + 576a — (a® — 30a” — 3a% + 300a° +
60a* — 997a® — 300a? — 30a — 1) = 3a*(a® — 9a — 20) + 177a® + 300a® + 606a + 1 > 0 pentru
a>11si (a® —10a)® — N = a® — 30a” + 300a® — 1000a® — (a® — 30a” + 273a® — 820a® + 576a) =
9a(3a* — 20a® — 64) > 9-5(3-5* —20-52 — 64) > 0 pentru a > 5.

Avem si 713 < N < 723, dacd a = 5; 1532 < N < 1543, dacd a = 6; 271% < N < 2723, daca
a=T;430% < N < 4313, dacd a = 8; 637° < N < 638%, dacd a = 9; 898 < N < 8993, daca
a = 10. Aceste inegalititi se verifica prin calcul direct.

Rezulta ca N este cuprins intre doué cuburi perfecte consecutive, ceea ce incheie demonstratia.

OBJ.166. Fie z, y, z > 1. Aratati ca :E|y — z|+y|z — x|+z|x — y}+4(:ﬂ +y+2)+ 3zyz >
4(zy + yz + zx).

Marian Cucoanes si Marius Dragan
Solutie: Aratim ca pentru orice z,y > 1 are loc relatia (z — 2)(y — 2) + |z — y| > 0, cu egali-
tate dacd © = y = 2. Inegalitatea precedentd fiind simetrica in x si y, putem presupune z > y.
Avem de demonstrat ¢ xy —x — 3y +4 > 0, adici z(y — 1) = 3y+4 > 0. Cumy — 1 > 0,
avem x(y — 1) =3y +4 > y(y —1) — 3y +4 = (y — 2)? > 0. Folosind aceasta inegalitate, avem ca
z2(x—2)(y—2)+z|z—y| > 0si, analog, x(y—2)(z—2)+z|y—2z| > 0si y(z—2)(z—2)+y|z—=z| > 0.
Insumand aceste trei inegalitéti o obtinem pe cea din enunt. Egalitatea are locdacix =y = z = 2.

0BJ.167. Intr-un triunghi neisoscel ABC, notdm cu O centrul cercului circumscris, cu I cen-
trul cercului inscris, iar cu H ortocentrul. Aratati cd Al || OH, atunci si numai atunci, cand

m(BAC) = 120°.
Mihai Miculita
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Solutia 1: (Mihai Miculita) Notand cu D al doilea
punct de intersectie a dreptei AI cu cercul circumscris
triunghiului ABC' gi cu M mijlocul laturii [BC], se stie ca
D € OM si AH = 20M. De asemenea, OM || AH (ambele
perpendiculare pe BC.

Dacd m(<BAC) = 120°, patrulaterul ABDC este in-
scriptibil, deci m(<BDC) = 60°. Rezultd ca triunghiul
BCD este echilateral, iar O este centrul siau de greutate,
deci OD = 20M = AH. Asadar AHOD este paralelo-
gram, prin urmare OH || AD.

Reciproc, dacd OH || AD atunci AHOD este paralelo-
gram, deci OD = AH = 20M. Dar [DM] este mediana
in triunghiul BCD, deci O este centrul de greutate
al acestuia gi, totodatd, centrul cercului sau circum-
scris. Deducem ca triunghiul BC'D este echilateral, deci
m(<BAC) = 180° — m(«BDC) = 120°.

Solutia 2: (Corneliuv Manescu-Avram, Ploiesti i Nicugor
Zlota, Focgsani)

Se stie cd diametrul AO gi inaltimea AH sunt izogonale.
Daca unghiul A este ascutit, atunci punctele O si H se
afla de o parte si de alta a bisectoarei Al, deci nu putem
avea Al || OH decat dacd punctele O si H se afld pe
bisectoarea AI, caz in care triunghiul ABC este isoscel,
ceea ce se exclude prin ipotezd. Rezultd ca unghiul A este
obtuz, deci punctul O se afld In semiplanul determinat de
dreapta BC ce nu contine punctul A, iar punctul H se afla
in unghiul opus la varf unghiului A. Avem Al || OH daca
si numai dacd punctele O si H se afla la aceeasi distanta
de bisectoarea Al.

Fie M si N proiectiile punctelor O, respectiv H pe AI. Deducem Al || OH < OM = HN.
Triunghiurile OAM si HAN sunt dreptunghice prin constructie si sunt asemenea, deoarece (A0

si semidreapta opusa lui (AH sunt izogonale in BAC. Avem OA = R, unde R este lungimea razei
cercului circumseris triunghiului ABC'. Se stie cd AH = 2R | cos A|, unde modulul este necesar,
deoarece cos A < 0. Avem astfel:

OM = HN < AOAM = AHAN & AO = AH < |cos A| = % & m(A) = 120°.

OBJ.168. Fie a, b, ¢ > 0. Aratati ca:
a? +b%+c? S (a+b+c)(a®+ b3+ c3)
ab+bc+ac ~ (a2 + b2 + ¢2)2 '

Marian Cucoanes
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Solutie: (Titu Zvonaru) Vom demonstra inegalitatea mai tare
a?+ v+ S (a+b+e)a®+b3+c3)  (a—b)?+a?(b—c)?+b*(c—a)?

ab+bc+ca ~ (a? + b2+ 2)? 2(ab + bc + ca)(a® + b2 + ¢?)
Inegalitatea (1) se scrie succesiv

A+ 4+ > (a+b+o)(@®+0°+¢%) - Fla—b)*+a*(b—c)*+b*(c—a)?
ab+ bc+ ca — (aZ 4%+ 2)? 2(ab + bc+ ca)(a? + b2+ c2) '

Z (a—b)? Z ab(a — b)? n Z c(a — b)?

2(ab+bc+ca) T (a? +b% 4 2)? 2(ab + bc + ca)(a? + b2 + ¢2)’

Z(a —b)?*(a* +b* + c* + 2020 + 2b%% + 2c%a® — 2a2b? — 2a%be — 2ab*c — a*c? — b*c? —ct) >0
si, In fine, Z(a —0)*[(a® = be)? + (b? — ca)?] > 0 care este evidenta.

OBJ.169. Fie triunghiul ABC inscris in cercul (O, R). Notam cu D, E, F punctele de intersectie
dintre bisectoarele unghiurilor A, B, C' ale triunghiului cu cercul € si cu A*, B*, C* intersectiile
dintre EF, DF, DEF si bisectoarele AD, BE, respectiv CF. Aratati ci A*E? + B*F?2 + (C*D? =
A*F? + B*D? + C*E2.

Gizela Aldica

Solutie: (Daniel Vacaru) Fie I centrul cercului inscris

in triunghiul ABC. S& observam ca m(lﬂ*\F ) este
semisuma masurilor arcelor FFBD si AE. Arcul FDB
este suma arcelor F'B si BD, care au ca masurd m(<C),
respectiv m(<tA4). Arcul AE are masura m(<B). Atunci
——— <A B C .
m(DAT) = A m<; )EmEC) g iy
consecinta, triunghiul I A* F este dreptunghic, asadar cu
teorema lui Pitagora avem A*F? = JF? — A*I?, analog
B*D? = ID?> — B*I? i C*E? = IE? — C*I>.

Utilizand aceste formule, avem: A*F2+B*D?+C*E? = [F?>+ID*+1E?— A*I* - B*I? - C*I? =
(IF? — B*I?) + (ID?> — C*I?) + (IE? — A*I?) = A*E? + B*F? + C* D>

OBJ.170. Fiecare dintre numerele 1,2,...,n se coloreazd cu rosu sau cu albastru. O mutare
consta din a alegere trei numere diferite dintre aceste n numere astfel incat unul dintre ele sa fie
media aritmeticd a celorlalte doud si a schimba culoarea celor trei numere alese (din albastru in
rosu sau din rogu in albastru). Pentru care valori ale lui n este adevarat ci, pornind de la orice
colorare a numerelor, printr-o succesiune de asemenea mutéri, se pot face toate numerele rosii?

Concursul KéMaL, 2018 (Réka Sdndor)
Solutie: Aratam ca putem face toate numerele rosii daca si numai daci n > 8.
Daci n > 8, notdm cu a cel mai mare numir albastru (daca nu existd, am terminat). Recolorand
numerele ¢ — 2, a — 1, a micgoram valoarea lui a. Efectand in mod repetat asemenea operatii
putem face ca toate numerele mai mari ca 2 sa fie rogii. Daca gi numerele 1 i 2 sunt rosii, am
terminat. Daca nu, avem de rezolvat trei cazuri:
Cazul 1: 1 e rogu, 2 e albastru. Efectudim mutarile: {2,5,8}, {5,6,7}, {6,7,8} care fac ca toate
numerele sa devina rosii.
Cazul 2: 1 e albastru, 2 e rogu. Efectuam mutarile: {1,4,7}, {4,5,6}, {5,6,7} care fac ca toate
numerele si devina rosii.
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Cazul 3: 1 si 2 sunt albastre. Efectudm mutarile: {1,2,3}, {1,3,5}, {1,4,7},

{2,4,6}, {2,5,8}, {6,7,8} care fac ca toate numerele si devini rosii.

Cu asta am aratat ca putem face toate numerele rosii daca n > 8.

Daca n € {1,2} si 1 este albstru, nu putem face toate numerele rogii deoarece nu se poate face
nicio mutare.

Dacd n € {3,4}, se pot face doar mutarile {1,2,3} si (eventual) {2,3,4}, deci daca initial nu-
merele 2 si 3 aveau culori diferite, ele vor avea mereu culori diferite.

Daca n = 5, se pot face mutarile: {1,2,3}, {2,3,4}, {3,4,5} si {1, 3,5}. Fiecare mutare schimba
culoarea a exact doua dintre numerele 1, 3 si 4. Daca initial exact unul din cele trei numere era
albastru, numarul de numere albastre (dintre 1, 3 i 4) ramane mereu impar (adica dintre aceste
trei numere fie unul va fi albastru, fie toate trei), deci nu poate deveni 0.

Daca n € {6,7}, se pot face mutarile: {1,2,3}, {2,3,4}, {3,4,5}, {4,5,6}, {1,3,5}, {2,4,6}
si, aditional in cazul n = 7, {5,6,7}, {3,5,7} si {1,4,7}. Ne uitdm la numerele din multimea
{2,3,5,6}. Fiecare mutare schimba culoarea la exact doud dintre numerele din aceastd multime
(cu exceptia mutarii {1,4, 7} care nu schimba culoarea nicinuia din cele patru numere). Agadar,
niciuna din mut#ri nu schimba paritatea numarului de numere rosii din multimea {2, 3,5, 6}: daca
la inceput printre aceste numere aveam un numér impar de numere rosii, vom avea mereu un
numar impar, deci nu putem face ca toate aceste patru numere si devina rosii, prin urmare nu
putem face ca toate numerele sa devini rosii.

In concluzie, putem face numerele rosii dacd n > 8 i nu le putem Intotdeauna face rosii daca
n<T.

a+1+b+1 c+1
b+2 ¢c+2 a+2

OBJ.171. Fie a, b, ¢ > 0 cu proprietatea ab+ac+bc+abc = 4. Aratati ca
2.

Mihaela Berindeanu
Solutie: (Marius Olteanu)
Dupa aducerea la acelasi numitor inegalitatea este echivalenta cu
(a+1)(a+2)(c+2)+b+1)(b+2)(a+2)+ (c+1)(c+2)(b+2)>2(a+2)(b+2)(c+2)
& a’c+ ab® +bc® +2(a® + b2 + ¢2) + 3(ab + be + ca) + 8(a + b+ ¢) + 12 > 2abe + 4(ab + be +
ca)+8a+b+c)+16 &
a’c+ ab® + bc? + 2(a? + b? + ¢?) > 2abc + (ab + be + ac) + 4 <
a’c+ ab® + bc? + 2(a® + b? + ¢2) > 2abe + (ab + be + ac) + (ab + be + ac) + abe <
a’c + ab?® + bc? + 2(a® + b2 + ¢?) > 3abe + 2(ab + be + ac), inegalitate adevarata deoarece:
a’c+ab? +bc? > Vadb3c3 = 3abe, iar 2(a? +b? + c?) > 2(ab+ be + ac), inegalitate binecunoscuti.
Solutie: (Titu Zvonaru)

D btbetcatabe=4e ——+ 2 4+ 11 putem serie ST Ly 0L et ]
eoarece a c+ ca+abe = = utem scrie =
a+2 b+2 cr2 P b+2 c+2 a+t2
a+2 b+2 c+2 (1 N 1 N 1 >3€/a+2.b+2_c+2_1:2.
b+2 c¢+2 a+2 a+2 b+2 c+2 b+2 c+2 a+2
Solutie: (Daniel Vacaru, Marin Chirciu si Octavian Stroe)
1 b+1 1 1)?
Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem 212 . 1 5 212 = (@ —('_al-l)-(b)+ %) +
(b+1)2 (c+1)2 (a+b+c+3)>2

(b+1)(c+2)  (c+1)(a+2) = (a+1)(b+2)+(b+1)(c+2)+(c+1)(a+2)

b 2 b
(a+b+c)"+6(atb+c)+9 > 2, unde ultima inegalitate este echivalents cu a? 4 b2 4 2 > 3.
ab+bc+ca+3(a+b+c)+6
(1)
Pentru a demonstra concluzia este suficient sa aratam ci este adevirata inegalitatea (1). Folosind
relatia din ipoteza gi inegalitatea mediilor avem
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4 = ab + bc + ca + abc > 4{/(abc)3, cu egalitate pentru ab = bec = ca = abe, adicd pentru
a=>b=c=1, de unde abc < 1. (2)

Folosind din nou relatia din ipoteza si (2), rezultd ab+bc+ca = 4—abe > 3, deci ab+bc+ca > 3.
(3).

Din inegalitatea a® + b + ¢ > ab + be + ca si (3) obtinem a? + b% + ¢? > 3, adica (1), ceea ce
trebuia demonstrat. Egalitatea are loc daca si numai dacd a =b=c=1.

Remarca. Inegalitatea se poate generaliza:

1 b+1
Fie a, b, ¢ € (0, 00) cu proprietatea ab + bc+ ca + abc = 4 gi n > 1. A]reita‘gicééhL + +
b+n c+n
c+1> 6 '
a+n n+1

Marin Chirciu si Octavian Stroe
RMT 3/2019

0BJ.172. Determinati numerele naturale n pentru care numarul 108”12 — 4 se divide cu 641.

Corneliu Manescu-Avram
Solutie: Numarul 641 este prim. Avem 10° = 641 -156 +4 = 4 (mod 641), 108 = 641 - 156006 +
154 = 154 (mod 641), agadar 10375 —4 = (108)"-10° —4 = 154" -4—4 = 4(154" — 1) (mod 641).
Rezultd ca 108" — 4 = 0 (mod 641) daca si numai daca 154" =1 (mod 641).
Dar 154% = 641-37 — 1 = —1 (mod 641), 1543 = —154 (mod 641), 154 = (-1)? =1
(mod 641), de unde 154***" = 154" (mod 641), pentru k € N, r € {0, 1, 2, 3}.
Am dedus astfel ca 154" =1 (mod 641) < 4 | n.
Asadar, numarul 108"+% — 4 se divide cu 641 daca si numai daca n se divide cu 4.

OBJ.173. Dacia O este centrul cercului circumscris triunghiului neechilateral ABC, iar G este
centrul de greutate al acestuia, demonstrati ca OG L AG daca si numai daca AB?4+AC? = 2BC?.

Mihai Miculita

A

Solutia 1: Fie M mijlocul laturii [BC| si D punctul in
care dreapta AG intersecteazid a doua oara cercul circumscris

tringhiului ABC'. Din puterea punctului M fata de acest cerc
rezultsi BM - CM = AM - DM. Dacd OG L AG, atunci G

AM
este mijlocul segmentului [AD], deci DM = = Egalitatea
BC?*  AM?
4 3

precedenta revine la , de unde, cu formula me-

dianei,

3BC? = 2AB?+2AC? — BC?, adica AB?+ AC? = 2BC?. Reciproc, relatia AB?+ AC? = 2BC?
2 2 2
inseamni BC = AM = AM - DM. Asadar DM =

4 3
AM
= = GM, deci G este mijlocul lui [AD], ceea ce inseamnd cad OG L AD.

. Dar, aga cum am vazut, avem si

Solutia 2: (Corneliv Manescu-Avram, Daniel Vicaru, Nicugsor Zlota)

.. o . . PR , a?+bi+E
Cu notatiile obignuite intr-un triunghi, este cunoscut cd OG* = R* — — 5 sicd AG® =
4 20% + 2¢% — a?
—m? = M. Cum OA = R, avem urmatorul lant de echivalente: OG 1 AD &

9 ¢ 9
AG? + 0G? = AO? &
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20% + 2¢% — a? +R2_a2+b2+02
9 9

OBJ.174. Fie a, b, ¢, d > 0 astfel incat a*b® + b*c? + ¢*d® + d*a® + abed = 5. Demonstrati ca
1 1 1 1

Sh IS+ >atbtetd

a b ¢ d

=R b+ 2 =242

Marian Cucoanes
Solutie: Cu inegalitatea mediilor, folosind conditia din enun‘g, avem

EOIE I I [ P TE S S 403 1
5+4( +b+c+d)_<ab +b+b+b>+(bc+ +1 P s
1 1 1 1 1 1 1 11
AP+ -+ -+ =)+ (dP -+ -+ = abed + — + + + L =
d d d a a a a d

—_

1 11 1 11 111 1 1
A& adb3 - = 2 2 44 bde3 2 D D4 AG S D S 4 ddgd = 2 2
abbb+\/cccc+\/c ddd+\/aaaa+
1 11

SR

OBJ.175. Determinati perechile de numere naturale nenule (m, n) pentru care n™—2m | m?+2m.
Mihaela Berindeanu

Solutie: Pentru n > 2 = 2™ —2m < n™ —2m < m?+2m = 2™ < m?+4m = m € {1,2,3,4,5}.

Pentrum=1= n—-2|3=n-2¢€ {1,3} = n € {3,5}. Se obtin solutiile m = 1, n = 3 si

m=1,n=2>5.

Pentrum =2 =n? -4 |8 =n?—4¢€ {1,2,4,8}, fara solutii in N.

Pentru m =3 = n3 —6 | 15 = n® — 6 € {1, 3,5, 15}, fara solutii in N.

Pentru m = 4 = n* —8 | 24 = n* — 8 € {1,2,3,4,6,8,12,24}. Singura variant acceptata este

nt —8 =8 =n*=16 = n = 2, deci obtinem solutia (m,n) = (4,2).

Pentru m = 5 = n® — 10 | 35, fara solutii in N.

Pentrun=1=1-2m | m? +2m

Dar 1 —2m | m(1—2m) sau 1 —2m | —2m? +m = 1—2m | 2 (m? + 2m) — 2m? + m, deci

1-2m|5m=1-2m |10m=1-2m |5(1—-2m)=1—-2m | 5=1—2m € {£1,+5}, adica

m e {~2,0,1,3}.

Se aleg variantele pozitive m = 1, m = 3 deci ultimele doud solutii (m,n) sunt (1,1) si (3,1).

In concluzie, exista cinci solutii (m,n): (1,1),(1,3),(1,5),(3,1), (4,2).

OBJ.176. In cercul %, de centru O, coardele [EB] si [CF] se intersecteaza in punctul P si

m(ﬁ) = 120°. Pe laturile [BF] si [CE] ale patrulaterului BCEF, in exteriorul acestuia, se
construiesc triunghiurile echilaterale BF'Q si CER. Aratati ca OQ = OR.

Petru Braica si Stefan Dominte
Solutie: Patrulaterele PERC' si PF QB sunt inscriptibile, deci in jurul punctului P se formeaza
sase unghiuri de 60°. Rezulta cd punctele @, P, R sunt coliniare i atunci m(<PRE) = m(<PCE) =

not

m(<PBF) = m(<«PQF) = «. Pe de altd parte, punctele O si R se afld pe mediatoarea seg-
mentului [CE], deci (RO este bisectoarea unghiului <CRE, prin urmare m(<ORE) = 30° i,
analog, m(<OQF) = 30°. Rezultd cd m(<ORP) = m(<OQP) = |a — 30°|. Dacd o # 30°,
rezulta ca triunghiul OQR este isoscel, deci OQ = OR. Dacd o = 30°, punctele O, P, Q, R sunt
coliniare si CE || BF. Avem m(<EOF) = 2m(<EBF) = 60° si, cum OF = OF, triunghiul
EOF este echilateral. Dar gi m(<EPF) = 60°, deci punctele E, P,O, F sunt conciclice. Dacd
CE = BF, concluzia este evidentd. Dacd CE < BF (cazul CE > BF este similar), atunci pa-
trulaterul EPOF este inscriptibil, iar din teorema lui van Schooten rezultd ca PF = PO + PE.
Din aceeasi teorema avem si relatiile PR = PE+ PC = 2PFE si PQQ = PF+ PB = 2PF si atunci
OR=0OP+ PR=(PF—-PE)+2PE=PF+PEs OQ =PQ—-PO=2PF—-(PF—-PE)=
PF + PE = OR.
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OBJ.177. Fie aq, asg, ... , a, numere reale. Consideram cele 2" — 1 sume care se obtin adunand

o parte din aceste numere (o sumi poate avea gi un singur termen). Cat de multe dintre aceste
sume pot fi pozitive?

Concursul KéMaL
Solutie: Demonstram, prin inductie dupa n, cd numéarul sumelor pozitive poate fi orice numir
de la 0 la 2™ — 1. Daca n = 1, alegand a; < 0, nu avem nicio suméi pozitiva si alegand a; > 0
avem o sumi pozitiva. S& presupunem cd am aratat deja cd pentru n numere se pot obtine
oricate sume pozitive de la 0 la 2” — 1. Fie acum 0 < k < 2"*t! — 1 si aratam ca existd n + 1
numere astfel incat exact k dintre sumele acestora sa fie pozitive. Daca 0 < k < 2™ — 1, stim din
ipoteza de inductie ca existd n numere, astfel incat k dintre sumele lor si fie pozitive. Alegand al
n + 1-lea numar sa fie negativ, cu modulul mai mare decat suma modulelor celorlalte n numere,
orice suma care contine acest numar va fi negativi, deci pozitive vor raméane exact k dintre sume.
Daca 2" < k < 2" — 1 notand j = k — 27, avem 0 < j < 2" — 1, deci, in baza ipotezei de
inductie, putem alege n numere astfel incat exact j dintre sumele lor si fie negative. Alegand
acum al n + 1-lea numir si fie pozitiv, mai mare decat suma modulelor celorlalte n numere, orice
suma care contine acest numér va fi pozitiva, deci vom avea exact j 4+ 2™ = k sume pozitive. Cu
aceasta inductia este Incheiata.

OBJ.178. Pe o tabld de sah sunt plasate 8 ture, nicicare doua situate pe o aceeasi linie sau
coloand. Definim distanta dintre dou ture ca fiind distanta dintre centrele patritelelor pe care
se afld acestea. Demonstrati cd masurand toate distantele dintre doua turnuri, vom gasi cel putin
doua distante egale.

Olimpiadd Rusia, 2002
Solutia 1: Presupunand pétritelele tablei ca fiind de laturd 1, ne uitdm ce valori poate lua
distanta dintre dou# ture. Distanta pe orizontala (diferenta dintre coloane) poate fi 1,2,...,7,
iar distanta pe verticala (diferenta dintre linii), la fel, poate fi de la 1 la 7. Asadar, distanta
dintre doud ture este un numar de forma /22 + 32, unde z,y € {1,2,...,7}. Putem presupune
x > y. (Valorile care se obtin pentru perechea (a,b) cu b > a se obtin gi pentru perechea (b,a).)
Cu z = 1 se obtine atunci o valoare (/12 + 12), pentru 2 = 2 se obtin doua valori (v/22 + 12 gi
V22 + 22), s.am.d., pentru = 7 se obtin 7 valori, in total 1 + 2+ ... 4+ 7 = 28 de valori. Insa
V72 +12 = /52 4+ 52, deci de fapt sunt cel mult 27 de valori diferite pe care le poate lua distanta
dintre doua ture. Insa sunt 28 de perechi de ture si doar 27 de valori posibile pentru distanta
dintre doud ture, deci, conform principiului cutiei, vor exista doud perechi de ture (nu neaparat
disjuncte), intre care distanta este aceeagi.
Solutia 2: (Nicusor Zlota, Focsani)
Consideram cele 7 perechi formate din turnuri situate in coloane vecine. Diferentele dintre coor-
donatele lor pe verticald sunt cuprinse intre 1 si 7 inclusiv, deci fie doud dintre aceste diferente
coincid (si astfel coincid gi distantele dintre perechile respective), fie printre ele se afla toate
numerele de la 1 la 7. Deducem ca exist? doud turnuri la distantd 2 pe verticali si la distanta 1
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pe orizontala (perechea 1). La fel, existd fie doud perechi de turnuri in linii vecine cu distantele
dintre ele egale, fie doud turnuri situate la distantd 1 pe verticala si la distantd 2 pe orizontala
(perechea 2). Rezulta ca distantele dintre turnuri in perechea 1, respectiv perechea 2, coincid.

OBJ.179. Aratati ca daca =,y € R, atunci (22 + y?)3 > 2zy(32% — y?)(2? — 3y?). Cand are loc
egalitatea?

Gheorghe Stoica
Solutia 1: Dupa calcule, inegalitatea se scrie 28 — 6x%y + 3xty? 4+ 2023y + 322y* — 62y® +4° > 0.
Daca y = 0 inegalitatea este evidentd. Dacid nu, impartim inegalitatea cu y® > 0 si notam
u = g Inegalitatea de demonstrat este w® — 6ud + 3ut + 2003 + 3u2 —6u+ 1 > 0. Daca

1
u = 0, inegalitatea este evidentd. Dacid u > 0, impartim cu v® > 0 si notdim t = u + — >
u
1 1
0. Avem u? + — = 2 — 2 g ud + — = t3 — 3t, deci inegalitatea de demonstrat revine la
3, 1 2 1 1 ‘s 43 2
u’+ — ) =6 (u’+ el +3(u+ " +20 > 0, adica t* — 3t — 6(t* — 2) + 3t + 20 > 0, care se
u
scrie (t — 4)%(t +2) > 0, inegalitate evidenta, cu egalitate daca t = 4, adica z + ¥y _ 4, ceea ce
y oz
revine la r_ 2+ \/3, adiciz =a,y= (2% \/g)a, cu a € R. Daca u < 0, procedand similar (la
Y
impartirea prin u® < 0 se schimb# sensul inegalitatii), se ajunge la inegalitatea (t —4)%(t+2) < 0,

1 .
adevarata deoarece t = u + — < —2 daca u < 0. In acest caz avem egalitate daca t = —2, adica
U

u = —1, ceea ce inseamni y = —zr (numere opuse arbitrare).

Remarca: Nicusor Zlota rezuma cele de mai sus rescriind inegalitatea sub forma (u + 1)%(u? —
4u +1)2 > 0. De aici, concluzia, inclusiv cazurile de egalitate, rezulta usor.

Remarca: Daci notam cu a = /22 + y2, atunci exista t € [0, 27) astfel ca x = acost, y = asint.
Inegalitatea revine atunci la a® > 2a%(4sin®t — 3sint)(3cost — 4cos®t). Dacd a = 0 (adica
x =y = 0), inegalitatea este evidentd, daci nu, ea revine la 2sin 3t cos 3t < 1, adica sin6t < 1,
inegalitate evidenta.

Solutia 2: (Corneliu Manescu-Avram)

Notam z +y = s, oy = p. Avem 22 + y? = 5% — 2p, (322 — y?)(2? — 3y?) = 3(a* + ¢*) —
1022y = 3[(s% — 2p)? — 2p?] — 10p? = 3s* — 12s%p — 4p? si inegalitatea de demonstrat devine
(s2—2p)3 > 2p(3s* —12s%p—4p?), echivalenta cu [s(s% —6p)]? > 0, care este adevarata. Egalitatea
are loc daca si numai daci s = 0 sau s2 — 6p = 0. Dar s = 0 inseamna = +y = 0, iar s> —6p =0
este echivalents cu y = (2 4+ v/3)z.

RMT 4/2019

OBJ.180. Fiind date numerele A =44...451 B = 88...8, n € N*, aratati cd numéarul 24+ B+4
S—— S——

n cifre 2n cifre
este suma patratelor a doud numere pare consecutive.

Radu Ghenghiu

4(10" — 1 8(10%" — 1
Solutia 1: (Daniel Vacaru) Avem A = %) si B = %, deci 2A+ B +4 =
8-10°"+8-10"+20  4-10°"—8-10"+4  4-10*" +16-10" + 16 2-10" — 2\
9 9 9 3
2-10" 44\ 2-10" -2  2-10" +4
(3+) . Evident 3 si 3 i sunt numere naturale pare (au numératorul

par si divizibil cu 3), consecutive.
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Solutia 2: (Corneliu-Manescu-Avram si Nicugor Zlota) Determinam v € N* astfel incat 2A+ B+
_ 2 2, Jiox Q.2 : _
4= (2u)*+(2u+2)%, adica 8(11...1+11...1)+4 = 8u*+8u+4,deci 11...1+11...1 = u(u+1).

2n cifre n cifre 2n cifre n cifre
102" -1 10" —1 10" -1 10" +2 10" -1
Dar11...1+11...1= = . iu= .
ar + 9 + 5 3 3 deci u 3 eN

2n cifre n cifre

Remarca: Daca renotam A = 44...4 si B = 88...8, problema de fatd cere s ardtam ca
N—— S——
2n cifre n cifre
2A + B + 4 se scrie ca suma patratelor a doud numere pare consecutive. Ori 24 + B + 4 =
(A—B)+(A+2B+4). Problema 1 de la OBMJ 2003 cerea s se arate ci A+2B+4 este pitrat per-
fect. La fel se arata si ci A— B este patrat perfect. Se obtine: 2A+B+4 = (66...6)*+(66...6 8)%.
N—— N——

n cifre n—1 cifre

OBJ.181. Fie 41(01, R1) si 62(02, Ry) doud cercuri tangente interior la cercul (0O, R). Daci

©1 N %2 = {A, B}, atunci aritati cd O € AB daca si numai dacd R; = Rs. Andrei Eckstein

Solutie: Fie A; punctul de contract al cercului %; cu
cercul €, i = 1,2. Punctele O, O; si A; sunt coliniare.
(OA; si O;A; sunt ambele perpendiculare pe tangenta
comuni cercurilor %; gi ¢.) Notam cu B; al doilea punct
de intersectie a lui OO; cu cercul %;.

Deoarece AB este axa radicala a cercurilor 47 si %o,
conditia O € AB este echivalentd cu faptul cad O are
puteri egale fata de cele doui cercuri, adica OA;-OB; =
OAs - OBy, adicd R(R — 2R;1) = R(R — 2R,), adica
R1 = Rg.

OBJ.182. Numerele naturale a si b, satisfac a > b. De asemenea, numerele ab — 1, a + b sunt
prime intre ele si la fel sunt i numerele ab+ 1, a — b. Demonstrati ca (a + b)? + (ab— 1)? nu este

atrat fect.
patrat periec Olimpiada Iran, 2011

Solutie: (Corneliv Manescu-Avram gi Nicusor Zlota)
Avem (ab—1,a+b) = (ab+ 1,a — b) = 1. Vom folosi egalitatile

(a4b)+ (ab—1)? = (a — b)? + (ab+ 1)* = (a®> + 1)(b* + 1) (1).

Demonstram mai intai ca (a® + 1, + 1) = 1. Fie, prin absurd, p un numar prim astfel ca
pl(a®+ 1,0 +1). Atunci p | (a® + 1) — (b> + 1), adica p | (a — b)(a + b).

Cazul 1. p | a — b. Folosind (1) avem urm#torul sir de implicatii:
pl(ab+1)2=plab+1=p|(ab+1,a—b) = p]| 1, contradictie.

Cazul 2. p | a + b se trateazi analog.

Demonstram acum ca (a + b)? + (ab — 1)? nu este patrat perfect. Presupunem, prin absurd, ci
numarul este patrat perfect si deducem ca factorii a® + 1 si b% + 1 sunt patrate perfecte deoarece
sunt numere prime intre ele. Acest fapt reprezintd insa o contradictie deoarece nu exista patrate
perfecte de forma a? + 1, cu @ numar natural nenul.

OBJ.183. Determinati valoarea miniméa a expresiei E(z,y, z,t) = 22 + y* + 2% + t* + §(zy +

xz+axt+yz 4yt + 2t) + x4+ y+ 2+ t, atunci cand z,y, z,t € R.
Gheorghe Sz6lldsy
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(+z+t+3)? @+z+t+3)? (@+y+t+3)? @+y+z+3)?
3 3 * 3 * 3 B

1 1
3 deci E(x,y,z,t) > —3 cu egalitate daca

1 . 1
x+y+z:x+y+t:x+z+t:y+z+t:75,adlcapentru:c:y:z:t:fé.A§adar

Solutie: E(z,y,2,t) =

minimul cerut este -3

Remarca: O solutie mai putin eleganta dar care nu necesita inspiratie consta in a privi expresia

3 3 3 2
F(y,z,t). Considerand F'(y, z, t) ca pe o expresie de gradul IT in y si continuand in acelagi mod apoi

. : : 2 2 2 1\’ 5 2 2 3\’
cu variabilele z gi t se obtine: E(z,y,2,t) = e+ -y+-z+ -t + = +§ y—|—gz+gt—|—ﬁ +

3 3 3 2

2
2 2 2 1
E(z,y,z,t) cape o expresie de gradul Il in z. Atunci E(z,y, z,t) = (x +-oy+-z+-t+ ) +

7 14 7 6
cand fiecare din cele patru patrate este 0, lucru posibil! Se determin& cazul de egalitate rezolvand
un sistem.

7 2 3\* 3 1\ 1 . § o o :
E z4+-t+—) +=-(t+ = —g.De aici se vede ca valoarea minim4 este —g,atlnsa atunci

OBJ.184. Fie a, b, c numere reale pozitive astfel incat a + b+ ¢ + abc = 14. Aratati ca
b
<1+ab+7)<1+bc+ 5)(1+ca+9) > 216.
c a b

Mihaela Berindeanu
Solutie: (Daniel Vacaru) O scriere alternativa e inegalitatii este

(a + b+ abc)(b+ ¢+ abc)(c + a + abe) > 216abe, sau (14 — a)(14 — b)(14 — ¢) > 216abc, adica

143 —14%(a+b+c)+14(ab+bc+ca) —abe > 216abe, deci 143 —142(14—abe) +14(ab+be+ca) —abe >
216abc care revine la 196abc + 14(ab + be + ca) — abe > 216abe, deci la 14(ab + be + ca) > 21abe
[T B

b ¢ 2 '

Pe de alta parte, cum a + b + ¢ + abc = 14, deducem 14 = a + b + ¢ + abc > 3V abc + abe. Sa
notdim z = vabe. Atunci 2® + 3z < 14 & (x — 2)(2% + 22 + 7) < 0, deci Vabe < 2 (2).

1 1 1 3
Dar din inegalitatea mediilor avem — + — + — >
a

b ¢ vabe

1
si, in fine, la — +
a

@ 3
> 2 adica (1).
Egalitatea are loc dacd a =b=c = 2.

OBJ.185. In patrulaterul convex ABCD, notdm cu O punctul de intersectie a diagonalelor si
cu P cel de-al doilea punct de intersectie a cercurilor circumscrise triunghiurilor OAB si OCD.
Dacia P € int(AOBC), {E} = BPN[CD] si {F} = CP N [AB], aratati ca patrulaterul BCEF
este inscriptibil atunci si numai atunci cand [AC] = [BD]. Mihai Miculita
Solutie: Patrulaterele ABPO si CDOP fiind inscriptibile, deducem ca <PAC = <PBD,
<PCA =<«PDB, <PAB =<POB =<PCD si <PBA = <POC = <PDC.

Presupunem ci BCEF este inscriptibil si demonstram ca AC = BD.

BCED inscriptibil implicd <PCD = <PBA, ceea ce, impreuna cu egalitatile de unghiuri deduse
mai sus, implich <PBA = <PAB. Agadar triunghiul ABP este isoscel, cu PA = PB. Rezulta
ca triunghiurile PAC si PBD sunt congruente (LUU), deci AC = BD.

Presupunem ca AC' = BD si demonstram cd BCEF este inscriptibil.

Triunghiurile PAC si PBD sunt congruente (ULU), deci si inéltimile din P in cele doud triunghi-
uri sunt congruente, adicd d(P, AC') = d(P, BD). Deducem ca P se afla pe bisectoarea unghiului
<BOC, deci <F BP = <POC = <POB = <PCEFE, adica patrulaterul BC'EF este inscriptibil.
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OBJ.186. Un patrat de latura 8 este impartit in 64 de patrate de latura 1 prin linii orizontale gi
verticale. Astfel se obtine o retea cu 81 de noduri aflate in varfurile patratelor unitate. ,Distanta”
dintre dou& noduri ale retelei este lungimea celui mai scurt drum intre cele doua noduri, drum
format numai din segmente orizontale sau verticale ale retelei. Aflati cel mai mic numar natural
n cu proprietatea cé, oricum am alege n noduri ale retelei, existd doud noduri dintre cele alese

care se afla la distantd” mai mica sau egala cu 3. )
Traian Preda

Solutie: Nicicare dou# din cele 13 puncte marcate mai pronuntat in figura din stanga nu sunt la
distanta 3 sau mai mica. Asadar n > 14. Vom arita cad n = 14. Grupam cele 81 de noduri in 13
grupe (inconjurate de cate o linie curba in figura din dreapta) astfel incat distanta intre oricare
dou# noduri aflate in aceeasi grupa sa fie cel mult 3. Avand 14 noduri gi 13 grupe, din principiul
cutiei rezultd cd oricum am alege 14 noduri, existad printre ele dou# care fac parte din aceeasi
grupd, adica existd doud noduri aflate la distantd cel mult 3.
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RMT 1,/2020

OBJ.187. Determinati multimea {(a:, y) e NXN| /37 +4v € N}.

Neculai Stanciu
Solutie: Determinam perechile (z,y) € N x N pentru care 3* 4+ 4Y este un patrat perfect, si
i zicem 2?2. Scriem ecuatia sub forma 3% = (z — 2¥)(z + 2¥) si deducem ca z — 2V §i z + 2¥
trebuie sa fie puteri ale Iui 3. Dar diferenta lor, 2Y*!, nu este divizibila cu 3, deci trebuie ca
z—2Y =1, z+2Y = 3%, deci 2! = 3% — 1. Daca y = 0 obtinem = = 1. Dacd y > 0, atunci
4|29+t = (4 — 1) — 1, deci x este par. Atunci z = 2k, k € N 5i 2v*! = (3 — 1)(3% + 1). Factorii
3% — 1 si 3F + 1 sunt puteri ale lui 2 care difera prin 2, deci sunt 2 si 4. Deducem ca k = 1, deci
x =2 gi y = 2. Agadar multimea ciutata este {(1,0), (2,2)}.
Am primit solutii de la Daniel Vacaru, Corneliv Manescu-Avram si Nicusor Zlota.

0BJ.188. Determinati numerele naturale x si y pentru care 2% = y? +y + 4.

Adela Gradinaru §i Lucian Petrescu
Solutie: Daca z este impar, 2* = 2 (mod 3), in timp ce y*> + y +4 = 0,1 (mod 3). Daca x este
par, 27 este patrat perfect, iar y? < y? +y +4 < y2 4+ 2y + 1 dacd y > 3, deci nu putem avea
solutii decat daca y € {0,1,2,3}. Verificand aceste valori, obtinem solutiile z = 2, y =0 i x = 4,
y=3.
Cazul x impar poate fi exclus si pe considerente de ultima cifra.
Am mai primit solutii de la Marin Chirciusi Octavian Stroe, de la Daniel Vicaru si de la Corneliu
Manescu-Avram, singur si in colaborare cu Nicusor Zlota.

OBJ.189. Fie ABCD un romb in care m(<BAD) = 60°. O dreaptd oarecare, d, care trece
prin C, intersecteazi dreptele AB si AD in M, respectiv N. Dreptele BN si DM se taie in P.
Cercurile circumscrise triunghiurilor BPM si DPN se taie a doua oara in (). Aratati ca:

a) Centrul cercului circumscris triunghiului MNP se afla pe AC.

b) Dreapta PQ trece printr-un punct fix atunci cand d variaza.

c) Punctul @ este punctul lui Torricelli pentru triunghiurile BDM si BDN. (enunt corectat)

Stan Fulger

Solutie: Tratdm numai cazurile M € (AB) si C €
(MN), celdlalte cazuri fiind analoage.

I. M € (AB). Avem ca AMBC ~ AMAN ~
. MB CB .. MB DB
ACDN, deci D0 - ND’ adica BD - ND-
<MBD = <BDN, rezulta ca AMBD ~ ABDN,
deci m(<BPD) = 180° — m(<PBD) — m(<PDB) =
180° — m(<«BM D) — m(<MDB) = m(<MBD) = 60°.
Rezulta ca BD este tangenta cercurilor circumscrise tri-
unghiurilor NPD si BMP (m(<PDB) = m(<PND) =

m(PD) si m(<MBD) = m(<BPM) = m(BM))

Cum
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a) Scriind puterea punctului D fatid de cercul circumscris lui BM P, apoi cea a punctului B fati
de cercul circumscris lui NPD, deducem ci DM - DP = BD? = BP - BN, ceea ce arati ci
punctele B si D au aceeasi putere fata de cercul circumscris triunghiului M N P. Rezulta ca ele
sunt egal departate de centrul acestuia. Va rezulta cid acest centru se afli pe madiatoarea lui
[BD], adica pe AC.

b) PQ este axa radicald a cercurilor circumscrise triunghiurilor BM P gi NPD, deci trece prin
mijlocul tangentei lor comune exterioare, adica prin mijlocul lui [BC].

c) Deoarece m(<«NQB) = m(<NQD) = 120°, @ este punctul lui Torricelli al triunghiurilor
BDM si BDN.

Alte proprietati interesante ale configuratiei:

- patrulaterul APBD este inscriptibil;

- @ este punctul lui Micquel al patrulaterului NPM A, deci si patrulaterele AMQD si NAQB
sunt inscriptibile.

BQDC este inscriptibil i m(<BQC) = 60° implica N, M, Q, C - coliniare.

II. Cazul C € [M N] este similar celui tratat mai sus. La fel rezultd <BPD = <M BD, doar ca
in acest caz m(<MBD) = 120°. La fel, BD este tangenti cercurilor circumscrise triunghiurilor
NMD si BMP. Subpunctele a) si b) se demonstreaza la fel, insa subpunctul ¢) nu mai ramane
adevarat.

OBJ.190. Fie n > 2 un numér natural fixat. n copii au o minge pe care o paseazi de la unul
la altul respectand urmatoarea reguld: daci jucdtorul A i-a pasat deja o datd mingea jucatorului
B, atunci el nu 1i mai poate pasa din nou lui B. Care este numarul maxim de pase pe care le pot
face copiii?

Andrei Eckstein
Solutie: Copiii pot face n(n — 1) pase, adici fiecare din cei n copii le poate pasa celorlalti n — 1
mingea cate o singurd data. Iatd o modalitate de a face acest lucru. De exemplu, ii punem pe
copii sa stea In cerc. Fiecare jucator, cand primeste mingea, face schimb de pase cu cei cu care
e pe diagonale si cu care nu a ficut incid schimb de mingi. Atunci cand nu mai are de pasat
pe diagonala, fiecare jucator 1i paseaza vecinului din dreapta. Cand mingea ajunge la posesorul
initial, se paseaza roata spre stanga pani ce mingea se intoarce la posesorul initial.

OBJ.191. Fie ABC un triunghi ascutitunghic in care D este piciorul bisectoarei unghiului
<BAC. Cercul circumscris triunghiului ABD reintersecteaza latura [AC] in punctul E, iar cercul
circumscris triunghiului AC'D reintersecteaza latura [AB] in punctul F. Notdm cu J punctul de
intersectie a dreptei AC cu tangenta in D la cercul circumscris triunghiului AC'D si cu K punctul
de intersectie a dreptei AB cu tangenta in D la cercul circumscris triunghiului ABD. Aratati ca
JK || EF.

Mihai Miculita
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Solutie: Din patrulaterul inscriptibil ABDE
rezultd cd <BDK = <BAD = <CAD =
<EBD, deci KD || BE. Rezulta ca <DKA =
<FEBA = <EDA, deci triunghiurile DK A si
EDA sunt asemenea (UU). Rezultd ca AFE -
AK = AD?. Analog se arata ca AF - AJ =
AD?, deci AE - AK = AF - AJ, ceea ce arati
cd JK || EF.

0BJ.192. Fie a,b,c € (0,00). Aratati ca
aj n g L i L 3abc
b2 2 e A+ H4S T
Marius Stanean, Marin Chirciu $i Octavian Stroe
Solutia 1: (Corneliv Manescu-Avram, Ploiesti $i Nicusor Zlota, Focsani)
2 2 2 2 4242 2 4242
Vom demonstra mai Intai ca a——l———i—c— > amtbte > 2 Ty e .
b2 2 a2 ¢/ (abc)? ab + bc + ca
Din inegalitatea lui Holder, avem succesiv

a2 v P az  b? c2 b> 2 a2 s/ a* s/ bt 5] c* ’
pretz)\ptetelete w) WeeatVae " Var )~

3
a’® + b2 + 2 T - T a? + b2+ 2
—— | , adica 2 >

)

wt+ts+t=52
$/(abc)? 2 a? Y/ (abc)?
2 12 4 2 AM-GM 2 424 o2
Din inegalitatea mediilor obtinem e rte > . u.
¢/ (abc)? ab + be + ca
2 b2 2 3ab
Prin urmare este suficient sa aritim ca 3 - - ro e + e . (**)

ab4+bc+ca ad+b3+c3

Notam a +b+c=p, ab+ bc+ ca = q, abc =r.
Dupa efectuarea calculelor, inegalitatea (**), se scrie
p(3p" — 19p%q + 30¢%) + 9r(p? — 3q) > 0 & p(p* — 3¢)(3p* — 10) + 9Ir(p® — 3¢) > 0 &

(»® — 3¢)(3p® — 10pg + 9r) > 0 = (p® — 3q) [(p® — dpg + 9r) + 2p(p* — 3¢)] >0,

care este adeviratd deoarece p? — 3¢ > 0, iar p3 — 4pg + 9r > 0, reprezinta inegalitatea lui Schur.
Remarca: Inegalitatea (*) se poate demonstra gi adunand

f+a72+§233a74: 3a2
2 g2 2 22 Ya2p2e2
Solutia 2: (Marius Stanean)

Mai intai demonstrez urmitoarea inegalitate

cu analoagele ei.

(a® + 0%+ )2 (a+b+c)* > 2Tabe(a® + b + ¢2).
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Inegalitatea fiind omogeni, putem considera a+b+c = 3. Atunci ab+bc+ca = 3(1—12), t € [0,1]
si folosind faptul ca r = abc < (1 —t)2(1 + 2t), inegalitatea se scrie

(1+2t%)% > r(r +9t%),
deci e suficient si aratam ca
(14222 > (1 —1)2(1 4+ 26)((1 — t)>(1 + 2t) + 9t?)

sau

t2(22t% + 1 — 4t* — 6t3 — 4t) > 0,
adevaratd deoarece 4t + 1 > 4t, 42 > 4t* si 62 > 6t3.
Mai departe folosind cunoscuta inegalitate

e +y)(y +2)(z +2) = 8(z +y + 2)(zy +yz + 22),

9(a? +b*)(b% + *)(c® + a?) =8(a® + b* + *)(a®b* + b*c* + c*a?)
>8abc(a + b+ c)(a® 4+ b* + %)
>8abey/27abe(ad + b3 + ¢3)

sau
3(a? +02)%(b% + *)?(? + a?)? > 64a®b*c (a® + b + ).

Folosind aceasta si inegalitatea mediilor demonstrez inegalitatea propusa:

a2+ b+ 2+4a? 64atbict
LHS +3> —
+ 2 T T T T T reret er@t a)y
_a2+62 a2+b2 b2+c2+62+02+02+a2+c2+a2+
22 2b2 2¢2 2¢2 2a2 2a2
64 4b4 4
+ B 7 >TVI=1.

(a + b2)2(b% + 2)2(c? + a?)

Comentariu: Aceasta generalizare a problemei 27748 din Gazeta Matematica nr. 10/2019 (au-
tor Titu Zvonaru) ne-a fost trimisd in mod independent de Marius Stdnean, pe de-o parte, si
de Marin Chirciu si Octavian Stroe pe de altd parte. Solutia datd de domnii Chirciu gi Stroe
seamind cu Solutia 1. Domnii Mdanescu-Avram gi Zlota ne-au trimis si o a doua solutie, mai
lunga, bazatd pe metoda SOS-Schur. Pentru o altd rezolvare precum si interesante comentarii,
consultati si nota domnului Zvonaru de la pagina 9.

OBJ.193. Fie z,y,z € (0,00). Aritati ca
z72+£+ 22 S 3(x3 4+ y3 + 23)

Yy z T 2 + y2 + 22
Marian Cucoanes, Rahim Shahbazov si Sladjan Stankovik
Solutie: Vom folosi urmatoarele egalitati ce se pot demonstra prin calcul direct:
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22 2 L2 T — )2 _ )2 o)
CAS oAV it ) N k) S Gl (1)
Y z T Y z T
3@+ P +2°) —(w+y+2) (@ + P+ 22) =+ y)(z—y)P +(+2)(y—2)° + (z+2) (2 —2)* (2)
1'2 22 xr — 2 722
A C ek VT Clek) PRSI YSRPY SR
vy ooy Y Y
$2 2 .T—ZQ _Z2
I P C k) k) P VPSS S )
z V4 z z
2,2 z— )2 T — 2)2
yf—&-——z:( v) +( ) +2+2(y—x). (5)
X X X X
2 2 2 3 3 3
3
Atane ¥ 2 3@y )
z x x2 4+ y2 + 22
oy 2 3(2° 4+ ¢° + 2°) 1),
— Tt ——x—y—2>—"—— -y —z
y+z+m rT—Yy—z2 2yt g 22 T—y—2z
(e=y)? (=2  (=2)_ (ety)@=y)+y+2)y=2)"+(=+)(z=2)”
Y z x 2 4 32 + 22
2% +y? + 22 22 +y? + 22
y—x—y>(a¢—y)2+<z—y—Z)(y—Z)2+

—Z—:E) (z — CL‘)2 20(3)&(5)(;6 . y)2 . |:(-75—y)2 + (9—2)2 ta+2(z—y)| + (y — 2)2 .

Y Y
=2 (y=27

+y+2(m—z)] +

2—x)2- {(f”y)2+(x;)2+z+2(y—x)} >0

7+2(Z*y)($*y)2+y'(Z*y)QJrMJrZ(zfz)(yfz)2+z~(zfz)2+ﬂ

(37—11)2-(1/—2)2+(3/—Z)2~(96—2>2+(96—Z)2-(ﬂ@—y)2

y z T

+2-

(y—x)(z—x)*+z-(y—x)*+ >0

R N S e e

_ )2, _ )2 _ )2, N2
y—2)7"(z-2) + (z—2)" (2 —y) > 0; aceasta din urma inegalitate este evidenta.
Z A
Remarci: Incepand la fel, se pot da diferite demonstratii folosind teorema SOS.

Problema nu este noui. Ea a aparut (si) in 2010 semnatd de Va Quoc Ba Can (problema 1.57 din
volumul 4 (Cyclic Inequalities) al seriei de culegeri de inegalitati (Discrete Inequalities) publicata
de catre Vasile Cirtoaje sub sigla lui Art of Problem Solving in 2015). Sunt cunoscute si variante
mai tari ale ei (dar faptul cd aceste variante chiar sunt mai tari nu este evident):

2 2 2 37042 12 4 22) — 19
rL Yy LE > (@ +y” +27) (zy +yz + 22) (Michael Rozenbery),

y oz 6(x2 + y2 + 22)

2 2 2 G242+ 22) — 3
oy = > (@ +y° +27%) (zy +yz + 22) (Nguyen Duy Tung, Va Quoc Ba Can).
y oz x 2 49?4 22

Aceste inegalititi ne-au fost semnalate de Dumitru Barac, Titu Zvonaru, Corneliv Manescu-
Avram si Nicusor Zlota. Ultimii le folosesc spre a demonstra inegalitatea din problema OBJ.193..
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RMT 2/2020

OBJ.194. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia 11* — 15-2Y = 1.

Gheorghe Stoica
Solutie: (Daniel Vacaru, Corneliu Manescu-Avram i Nicusor Zlota)
Pentru y € {0, 1,2} nu avem solutii. Dacd y = 3, atunci « = 2. Daci («x,y) ar fi o solutie cu y > 3,
din (—=1)® =1 (mod 3) rezulta = par. Fie x = 22, 2 € N. Atunci 15-2Y =11 — 1 =11%* — 1 =
120(121%71 +121*72 + ... + 121 + 1). Cum 16 | 2¥, numarul din parantreza este par, deci z este
par. Deducem ca x = 4t, t € N, dar atunci 11% — 1 este divizibil cu 112 + 1 = 2 - 61, in timp ce
15 - 2¥ nu e divizibil cu 61. In concluzie, singura solutie este x = 2, y = 3.

OBJ.195. Aritati ca daca x este un numir natural pentru care 322 + 3z + 1 este patrat perfect,
atunci v/3x2 + 3z + 1 se scrie ca suma patratelor a dous numere naturale consecutive.

Neculai Stanciu
Solutie: Daca 322 + 3z + 1 = y2, y € N, atunci 4y? = 3(42% + 42 + 1) + 1, adica 3(2z + 1)? =
(2y—1)(2y+1). Cum (2y—1, 2y+1) = 1, sunt posibile doua situatii: 1. 2y—1 = 3m?, 2y+1 = n?,
m,n € Nsi 2. 2y — 1 =m?2, 2y +1 = 3n?. In primul caz rezultd n? — 3m? = 2, adica n? = 2
(mod 3), ceea ce nu se poate. R,amane al doilea caz. Evident, m este impar, deci m = 2k + 1,
k€ N. Atunci 2y — 1 = 4k? + 4k + 1, deci y = 2k* + 2k + 1 = k2 + (k + 1)2.

OBJ.196. Se considera triunghiul ABC cu proprietatea cad [ E = GJ, unde E si G sunt picioarele
inaltimilor duse din A i B ale triunghiului, iar I si J sunt mijloacele segmentelor [AH], respectiv
[BC]. Determinati masura unghiului <ABC.

Petru Braica
Solutia 1: Presupunem E € [CJ], celdlalt caz fiind analog.
Atunci m(<CJG) = 2m(<CBG) = 2m(<FEAC) = m(<FIG), deci patrulaterul GIJE este in-
scriptibil (in cercul lui Euler). Rezultd cd m(<IGJ) = 90°, iar GIJE este trapez isoscel. Cum
ABEG este inscriptibil, avem m(<IJC) = m(<GEC) = m(<«BAC), m(<«GJI) = m(<«GEI) =
90° — m(<GEC) = 90° — m(<«BAC), deci m(<«GJC) = m(<«IJC) — m(<GJI) = 2m(<«BAC) —
90°. Dar m(<«GJE) = 2m(<CBG) = 2m(<CAE), deci m(<«CAE) = m(<BAC)—45°. Deducem
cd m(<FEAB) = 45°, adicd m(<ABC) = 45°.

Solutia 2: Presupunem E € [CJ], celdlalt caz fi-
ind analog. Daca notam {F} = CH N AB, punctele

J,E,G, I, F se afla pe cercul lui Euler al triunghiului
BC

ABC. Avem FJ = - = GJ = 1FE, deci FJEI este
dreptunghi (capetele a douii coarde congruente sunt
varfurile unui trapez isoscel sau ale unui dreptunghi;
cum m(<IEJ) = 90°, FJEI este dreptunghi), ceea
ce arata ca triunghiul F'J B este dreptunghic isoscel.

A F B

OBJ.197. Fie a, b, c > 0 astfel incat a + b + ¢ = ab + bc + ca. Demonstrati ca

2 2 2
b+d > 3. ;
a“b+b°c+c’a>3 Marian Cucoanes

Solutia 1: (Maria Popa, Daniel Vicaru, Corneliv Manescu-Avram si Nicusor Zlota)

Este evident ci (a4 b+¢)> > 3(ab+bc+ca) = (a+b+¢)> >3(a+b+c) =
a+b+c>3.
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Din inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz (forma Titu Andreescu) avem

(ab)®  (bc)>  (ca)® _ (ab+ bc+ ca)?
+ + >

b c a b+c+a

Egalitatea are loc pentrua =b=c=1.

Solutia 2: (Serban Orza si Dan Popescu)

Avem a+b+c=ab+bc+ca<a?+b?>+c*=(a+b+c)>—2(a+b+c),deunde a+b+c > 3.

Atunci a?b + b%c + c?a = (a?b — ab+b) + (b*c — bc+¢) + (c?a — ca+a) = b(a®? —a+ 1) + c(b? —

b+1)+a(c?—c+1)>ba+cb+ac=a+b+c>3.

a’b+ b2c+ ca = =a+b+c>3.

0OBJ.198. Fie n un numar natural nenul. Spunem despre o submultime a lui {1,2,...,n} ci este
rotundd, daci este nevidad si media aritmeticd a elementelor sale este un numér natural. Aratati
cd numarul submultimilor rotunde ale lui {1,2,...,n} are aceeasi paritate ca si n.

Concursul Putnam, 2002
Solutia 1: Fiecdrei submultimi nevide S C {1,2,...,n} ii asociem submultimea S’ = {n+1—3s |
s € S}. Spunem despre o submultime nevida S C {1,2,...,n} ca este simetrica daca S’ = S.
Deoarece (S') = S, putem grupa submultimile care nu sunt simetrice in perechi disjuncte de
forma {S,S’}. Sa observam ca S este rotunda daca si numai dacd S” este rotundad (dacad media
aritmeticd a elementelor lui S este m € N, atunci media aritmeticd a elementelor lui S’ este
n+1—m € N). Astfel, submultimile rotunde care nu sunt simetrice vin in perechi, deci sunt in

numér par. S ne uitim acum la cele simetrice.
n+1

Daca n este par, media unei multimi simetrice este m = 5 ¢ N, agadar in acest caz avem un
numar par de submultimi rotunde.

9 . T . . n+1 .
Dacid n este impar, toate submultimile simetrice au media m = 5 € N, deci sunt rotunde.

Avem doua tipuri de submultimi simetrice: cele care nu-1 contin pe m si cele care il contin. Putem
din nou face perechi cu aceste submultimi: submultimea simetricd B care nu-1 contine pe m o
imperechem cu BU {m}. Multimea {m} ramane insa fard pereche, deci, dacd n este impar, avem
un numar impar de submultimi rotunde.

Solutia 2: Submultimile rotunde ale lui {1,2,...,n} sunt de doud tipuri: pentru unele, media
aritmeticd a elementelor sale este element al submultimii, pentru celelalte media aritmetica nu
apartine submultimii. Daca unei submultimi rotunde care nu-si contine media ii adaugadm si me-
dia, obtinem o submultime rotunda care isi contine media. Reciproc, daca dintr-o submultime
rotunda care igi contine media elimindm media, obtinem fie multimea vida, fie o submultime
rotunda care nu-si contine media. Agadar, in afarid de cele n submultimi rotunde care au exact un
element, celelalte submultimi pot fi grupate in perechi disjuncte de forma {B ,BU {m}} in care
B este o submultime rotunda care nu isi contine media, iar m este media. In concluzie, numarul
submultimilor rotunde are aceeagi paritate cu numarul submultimilor cu un element, n.

0BJ.199. Intr-un patrulater ABCD, in care diagonalele AC' si BD nu sunt perpendiculare,
notdm cu A’ si ¢’ simetricele punctelor A, respectiv C, fatd de dreapta BD si cu B’ si D’
simetricele punctelor B, respectiv D, fatd de dreapta AC. Aritati ci, in cazul in care patrulaterul
ABCD este inscriptibil, atunci si patrulaterul A’B’C’D’ este inscriptibil.

Mihai Miculita
Solutie: Fie {0} = ACN BD. Avem <C'OD = <COD = <AOB = <A’OB, deci O € [A'C"] s,
analog, O € [B'D’]. De asemenea, OA’ = OA. OB’ = OB, OC' = OC si OD' = OD.
Atunci, folosind puterea punctului O, avem:
ABCD inscriptibil & AO-OC = BO-OD < A’O-0OC’ = B'O-OD’ < A'B’C’'D’ - inscriptibil.
Remarca: Afirmatia din enunt este adevarata si daca AC' L BD.
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OBJ.200. Aratati ca daci a, b, c > 0 satisfac a + b+ ¢ = 3, atunci
ab n be n ca LZM
dbc+b+c 4dca+c+a 4dab+a+b T 2

Florin Rotaru
Solutia 1: Aplicand inegalitatea mediilor, 3 = a + b+ ¢ > 3Vabe, de unde abe < 1. Din
9= (a+b+c)? > 3(ab+ bc+ ca) rezulti ab + be + ca < 3.
Folosind inegalitatea mediilor i inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz (forma Titu Andreescu)
obtinem
ab N be ca S (vab + Vbe + \/ca)?
dbc+b+c¢  4dea+c+a + dab+a+b ~ 4(ab+bc+ca)+2(a+b+c) —
3 2 3

(3\/(%) = (abe)” > afbc. Egalitatea are loc daca si numai dacdi a =b=c=1.

12+6 2 2
Remarca: (Titu Zvonaru) Inegalitatea are loc in conditia mai slaba a + b+ ¢ < 3.
Solutia 2: (Daniel Vicaru)

Cu inegalitatea mediilo ab + be + ca >
u inegali mediilor
& "4bc+b+c 4dcatc+a  dab+a+b
272 2
37 a’be (1).
(dbc+b+c) - (dca+c+a) - (4ab+ a +b)
4(ab+bc+ca) +2(a+b+c)

Dar {/(4ab+a+b)-(4b+b+c)-(4ca+c+a) < 3 =
4(ab+ bc+ ca) + 6

: )
b 2
Pe de alta parte, ab + bc + ca < M = 3, deci avem, din (2),
4(ab+ b 6
Yab+a+0)- (Ab+b+c) (deatcta)< (btbetea)+6 ¢ (g
; b+
Pe de alta parte, din a + b + ¢ = 3 i inegalitatea mediilor, deducem 1 = % > vabc =
Va2 b2 - c2 > abe (4).
Acum, din (1), (3) si (4), deducem ca ab + be + @ >
’ ’ S dbc+b+c  4deat+c+a  dab+a+b T
3va2b2c? (3L>(4) 3abe _ abe
Y(dab+a+b)-(4b+b+c)-(dcatc+a) ~— 6 2’

aga precum doream.
Solutia 3: (Marius-Valentin Dragos)

Tripletele (a,b,c¢) si (4ab + a + b,4ac + a + ¢,4bc + b + ¢) sunt la fel ordonate, deci, con-
ab be ca bc

f i litatii j tel >
orm Inegalitafil rearanjamentelor, dhe bt o + datcta + ddbtatb = Metbre +
ca 4 ab . to suficient s d fram o be L ca .
rin urmare, este suficient sa demonstram ca
dcat+c+a dabta+td’® ’ dbc+b+c 4dea+c+a

ab be dica
dabtat b= 20
1 1 1 1
+ + >z
4abc + ab+ac  4abc+bc+ba  4abc+ca+cb T 2
Ca 1n solutia 1, abc < 1 i ab + be + ca < 3, deci, cu inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz
(forma Titu Andreescu),
1 1 1 (1+1+1)2
4abe + ab + ac + 4abc + be + ba + dabc + ca + ¢b — 12abe + 2(ab + be + ca)

v

1
5"
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OBJ.201. Aritati ca daca a, b, c € [1,2], atunci a* + b* + ¢* < 8abe + 2.

Mihaela Berindeanu
Solutia 1: Datorita simetriei, putem presupune ca a > b > c.
Atunci 7Ta+1 < 8a <= 4a+2a+a+1< 8 < 2-2-a+2-a+a+1< 8 < d*+a?+a+1<
8a=0+b+b+1<8a = (b—1)*+b*+b+1—8a)<0
— 8a+b* < 8ab+ 1.
Analog, 8ab + ¢* < 8abc + 1. Inegalitatea revine la (¢ — 1)(¢® + ¢ + ¢+ 1 — 8ab) < 0 si are loc
decarece A+ 2 +c+1<a®+a’+a+1<4a+2a+a+1=7a+1<Tab+ ab= 8ab. Avem si
a* < 8a. Am obtinut ca a* < 8a, 8a+b* < 8ab+1 si 8ab+ c¢* < 8abe+1 care, adunate, conduc la
inegalitatea ceruta. Egalitatea are loc atunci cand doud dintre variabile sunt egale cu 1, iar cea
de-a treia este 2.

Solutia 2: Avem a* < 5a? —4 <= (a® — 1)(a® — 4) < 0 si analoagele, deci este suficient sa
demonstram ca 5(a? + b? + ¢?) < 8abc + 14.

Notand E(a,b,c) = (a — b)? + (b — ¢)?> + (¢ — a)? si presupunand 2 > a > b > ¢ > 1, avem
E(a,b,c) < E(2,b,1) = 2b>—~10b+14 < 2 (cu egalitate dacd b = 1 sau b = 2). Asadar, a®+b*+c? <
ab+be+ ca+1, deci este suficient s& demonstram ca 5(ab+ bc+ ca) < 8abc+ 9. Privita ca functie
in oricare din variabile (celelalte dou# fiind fixate), se vede c& expresia 8abc + 9 — 5(ab + be + ca)
isi atinge minimul atunci cand a, b, c € {1,2}. Valoarea minima este 0, atinsd cand doud dintre
variabile sunt 1, iar cea de-a treia este 2.

RMT 1/2021

OBJ.202. Fie p si ¢ dousd numere prime diferite. Aratati cd exista o infinitate de numere naturale
care au de 2020 de ori mai multi divizori divizibili cu p - ¢ decat divizori nedivizibili cu p - q.

Gheorghe Stoica
Solutie: Cautam numere de forma p® - ¢* - m, cu a,b,m € N, (m,pq) = 1, care au proprietatea
ceruti. Sa notam cu z numarul divizorilor lui m. Dintre cei z(a+1)(b+1) divizori ai lui p®-¢*-m,
z(a+ b+ 1) nu sunt divizibili si cu p si cu g (avem z(a + 1) divizori de forma p* - d, unde d | m,
nedivizibili cu ¢, z(b + 1) divizori de forma ¢’ - d, nedivizibili cu p, iar cei z divizori ai lui m au
fost numarati de doud ori). Ceilalti xab divizori sunt divizibili cu pg. Conditia din enunt revine
la ab = 2020(a + b + 1), deci la (a — 2020)(b — 2020) = 20202 — 2020. Putem, de exemplu, alege
a = 2021, b = 2020? si cum exista o infinitate de alegeri pentru m, problema este rezolvata.

OBJ.203. Determinati numerele naturale x,y, z care verifici relatia

rty+z m2y+y2z+z2m
3 rt+yt+z

Neculai Stanciu
Solutie: Datorita simetriei circulare, putem presupune x < y si * < z. Notand a = y — z,
b=z—z, avem a,b € N. Inlocuind y=x+a, z=x+ b ¢ ridicand la patrat, dupa efectuarea
calculelor se ajunge la ecuatia (a+b)% = 9a2b, adica a® —6a%b+ 3ab?+ b3 = 0. Daca a = 0, atunci
b = 0 si invers. Daca a,b # 0, relatia precedenta arata ci este necesar si ca a sa divida b®, si ca b
sa divida a>, deci a si b au aceiasi divizori primi. Daca in descompunerile in factori primi ai lui a
si b ar figura un numar prim care apare la un exponent diferit, de exemplu v,(a) = u < v = v, (b),
atunci v, (a?®) = 3u, in timp ce v,(6a%b — 3ab® — b*) > 2u+ v > 3u, deci egalitatea nu poate avea
loc decat dacd a = b. Se vede cé ea nu are loc nici in acest caz, deci singura solutie este a = b = 0,
adich r =y =2z=n € N*.
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OBJ.204. Fie triunghiul isoscel ANC, cu AN = AC si m(<NAC) = 70°. Se considera punctele
B € (AN), M € (BC) astfel incat m(<BAM) = m(<BCN) = 5°. Daca I este intersectia dreptei
MN cu bisectoarea unghiului <ACB, aratati ca (BI este bisectoarea unghiului <ABC.

ITon Neata

Solutia 1: Fie I’ centrul cercului inscris in triunghiul A
ABC si {M'} = NI' " BC. Aratam ca M’ = M; va
rezulta ca I’ = I, deci ca (BI este bisectoarea unghi-
ului <ABC'. Avem m(<ANC) = m(<ACN) = 55°,
m(<<ABC) = 60°, deci m(<ABI') = m(<«NCI') =
30°. Rezulta ci patrulaterul BNCI' este inscriptibil,
deci m(<I’'NC) = m(<I’'BC) = 30° deci
m(<l’'M'C) = 35° = m(<I’AC). Atunci triunghi-
urile M'I'C ¢i AI'C sunt congruente (ULU), deci
triunghiul CAM’ este isoscel, de unde m(<M'AC) =
65° si m(<KNAM') = 5°, ceea ce arata ca M' =M. |y C

@
<

Solutia 2: Avem m(<ANC) = m(<ACN) = 55°,
deci m(<ACM) = 50° si m(<«MAC) = 65°. De-
ducem cad m(<AMC) = 65° = m(<MAC), deci
CM = AC = AN. Fie X € (CN astfel ca
CX = AM. Atunci ACXM = AAMN (LUL),
deci MX = MN si <«CXM = <AMN. Avem
m(<KMNC) = m(<MXN) = 180° — m(<MXC) =
180° — m(<AMN) = m(<MAN) + m(<ANM), p
deci m(<«MNA) = 25° gsi m(«MNC) = 30° =
m(<ICN).

M

N X C

Deducem ca I se afla, ca si A, pe mediatoarea lui [NC], deci (AI este bisectoarea unghiului
<BAC. Agadar, I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, iar (BI este bisectoarea un-
ghiului <ABC.

OBJ.205. Daci a, b, c,d > 0, demonstrati ca
(a+Db)(a+c)(a+d)(b+c)(b+d)(c+d) > 4(abe + bed + cda + dab)?.

Florin Rotaru
Solutia 1: (Corneliv Manescu-Avram, Nicusor Zlota si autorul)
Se verifica prin calcul identitatea
(a+b)(b+c)(c+d)(d+a)— (a+b+c+d)(abc+ bed + cda+ dab) = (ac — bd)?, de unde se obtine
inegalitatea (a+b)(b+c¢)(c+d)(d+a) > (a+ b+ c+ d)(abc+ bed + cda + dab), cu egalitate daci
ac = bd. Analog se obtin inegalititile (a+c)(c+b)(b+d)(d+a) > (a+b+c+d)(abc+bed+cda+dab)
si (a+c)(c+d)(d+b)(b+a) > (a+Db+c+d)(abc+bed + cda+ dab). ITnmultind cele trei ineglitati
obtinem [(a+b)(a+c)(a+d)(b+c)(b+d)(c+d)]? > (a+b+c+d)3(abe+ bed + cda + dab)?, deci
este suficient sa demonstram ca (a+ b+ c+d)3 > 16(abc+ bed + cda+ dab), care este inegalitatea
lui MacLaurin.
Egalitatea are loc atunci cand a = b =c =d.
Solutia 2: Desfiacand parantezele, cu notatiile consacrate pentru sume Muirhead, se ajunge la
3,2,1,0] + 5 3,1,1,1] + [2,2,1,1] + £ [2,2,2,0] > 2[2,2,2,0] + 2[2,2,1,1], deci la [3,2,1,0] +
$[3,1,1,1] > £[2,2,2,0] + [2,2,1,1].
Din inegalitatea lui Muirhead, § [3,2,1,0] > 1 [2,2,2,0], 2 [3,2,1,0] > 2[2,2,1,1] si 5 [3,1,1,1] >
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é [2,2,1,1] care, prin adunare, dau inegalitatea dorita.

OBJ.206. Fie a, b, ¢, d numere reale pozitive cu a + b+ ¢+ d = 4. Aratati ca
a b c d

4
> — (234 a®+ b3+ 3+ d°).
brerd erdia drarbtapre Bt H o+

Marius Stanean
Solutie: Pentru inceput sa observam ca egalitatea se obtine pentru a = b = ¢ = d = 1. Inegali-

tatea este echivalenta cu

a+b+c+d>
4—q 4—b 4—c 4—d”

ES

(234 a® + 0+ +d°),

Qo

1

sau

a 4a3 n b 453 n c 4¢3 n d 4d3 S 92 (1)
4—a 81 4—-b 8 4—c¢ 81 4—d 81 ~ 81
Incercam sa gasim numerele reale p, ¢ astfel incat sia avem
a 4a3
s , 2
I—q s oPrta (2)
pentru orice a € (0,4). Insumand atunci dupi a, b, ¢, d vom obtine
a 4a3
— — — | > 4p+4q. 3
> ( i ) p+4g (3)

cyc

92 23
Astfel, pentru a avea egalitate in (1), trebuie si punem conditia 4p + 4q = 31 = p+q= 3T

Mai departe, inegalitatea (2) poate fi scrisd in urméatoarele moduri

a 4a3 23
= > — 1)+ =,
i—a s 2Pl Dt g
81
2 _aa — 4a® — 23 > 8lp(a — 1),
81
1 _aa — 27— 4(a® — 1) > 8lp(a — 1),
108(a — 1
% —4(a—1)(a*+a+1) = 8lp(a — 1),
—a
108
(a—1) (4a —4a2—4a—4—81p) > 0.

. . . ! . 1.
Evident al doilea factor trebuie s fie 0 pentru a = 1, de unde rezulta p = 77 apoi q = 37 si
atunci inegalitatea devine 4la— 1)t

— =0,
4—a
care este evident adeviratd. Prin urmare, inegalitatea (3) se scrie astfel

) D (R I

c<\4-a 81 ~ 27 81 81

Observatie. Inegalitatea propusa este mai tare decat urmatoarea:
a b c d 4
b,c,d >0 = > -
“oe b+c—|—d+c—|—d+a+d+a—|—b+a+b+c 3
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0BJ.207. Care este numarul minim de culori cu care se pot colora numerele intregi (fiecare
numar intreg se coloreazi cu o singurd culoare) astfel incat diferenta a nicicare douid numere

intregi de aceeasi culoare si nu fie numar prim?
dr. RMT

Solutie: Numirul minim de culori este 4.

intr—adevér, trei (sau mai putine) culori nu ajung pentru ci numerele 0, 2, 5, 7 trebuie si aiba
culori diferite (oricare doud dintre ele au diferenta numar prim).

Pe de alta parte, patru culori ajung: colordm numerele in functie de restul impartirii la 4. Atunci
doud numere au aceeagi culoare daci si numai daca diferenta lor este divizibild cu 4, deci nu este
numar prim.

OBJ.208. Fie a si b doua numere naturale cu b > a + 1 i b | a® + 2. Aratati ca b > a + /a.

Mihaela Berindeanu
Solutie: Notam b —a = c. Atunci ¢ > 2, iar a+c|a?+2sia+c|a® —c? implica a+c¢ | ¢? + 2.
Atunci ¢?+2 > a+csic > 2 implica ¢? > a+c—2 > a, adicd ¢ > y/a. Rezultid ca b = a+c > a++/a.

OBJ.209. Fie D piciorul inaltimii duse din varful A al unui triunghi ascutitunghic ABC' in care
AB # AC, iar E i F proiectiile punctului D pe laturile (AC), respectiv (AB). Notam cu P
punctul de intersectie al dreptei AC cu tangenta in D la cercul circumscris triunghiului DAC
si cu @ punctul de intersectie al dreptei AB cu tangenta in D la cercul circumscris triunghiului
DAB. Aritati ca dreptele BC, EF si PQ sunt concurente.

Mihai Miculita

Solutie:  Tratdm  numai cazul 1In  care
m(<B),m(«C) > 45°, celelalte cazuri fiind
asemanitoare. Din faptul cd DP este tangentid
la cercul circumscris triunghiului CAD deducem
cd <PDC = <DAC = <EDC, deci (DC este
bisectoarea interioard a unghiului <EDP. Cum
DA 1 DC, (DA este bisectoarea exterioard a unghi-
ului <EDP. Din teorema bisectoarei interioare,

CcP DP AP

respectiv exterioare avem CE = DE = ok de
unde

AE AP F A
obtinem ca CE-CP Analog se arata cd BF = B—g Cum AB # AC, exista {S} = EFNBC.
Din teorema lui Menelaus aplicata in triunghiul ABC si transversalei S — F — F' obtinem ca
AF BD CE AQ BD CP
BF CD AR — 1, deci, tindnd seama de relatiile deduse anterior, % 0D AP~ 1, relatie

care, in virtutea reciprocei teoremei lui Menelaus, arata cd punctele @@, P, S sunt coliniare, ceea
ce trebuia demonstrat.

Remarca: Daca m(<C) = 45°, atunci tangenta in D la cercul circumscris triunghiului AC'D este
paraleld cu AC, astfel ca punctul P nu existd. Dacd m(<C) < 45°, atunci P € (EA, iar relatiile
din enunt raméan adevirate, insd (DA este acum bisectoarea interioara a unghiului <EDP, in
timp ce (DC este bisectoarea exterioari.

Afirmatia din enunt raméane adevarata si daca triunghiul nu este ascutitunghic.
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RMT 2/2021

0BJ.210. Aritati cd dacs numerele naturale nenule a si b au proprietatea ca a® + ab® + 1 divide
b3 4+ ba? + 1, atunci ele sunt egale.

Mihaela Berindeanu
Solutjie:
Daca a® + ab? + 1| b® + ba® + 1, atunci a® + ab? + 1 < b3 + ba® + 1, deci a® + ab? — b3 — ba? < 0,
adica (a — b)(a? + b?) < 0. Deducem ca a < b.
Pe de alta parte, are loc urmatoarea identitate:
b(a® + ab® + 1) — a(b® + ba®? + 1) = b — a, deci conditia din ipoteza implica a® + ab®> + 1 | b — a.
De aici rezultd ca fie a® +ab?>+1 < b—a, fie b—a = 0. Deoarece b —a < b < ab® < a® + ab® + 1,
prima varianta nu poate avea loc, deci treby=uie ca a = b.

OBJ.211. Fie ABCDE un pentagon regulat, M mijlocul lui [AB] si N € [BC] astfel incat

<DEN = <AME. Demonstrati cd (DN este bisectoarea unghiului <BDC.
Clara Iurea

Solutie: Fie {Q} = EN N CD. Triunghiurile FAM si QDFE sunt asemenea (UU), deci

D DE

A—g = 7= 2. Deducem ca QD = DE. Din EB || CD rezultda AQCN ~ A EBN, de unde
N D

g—N = % = g—D Din reciproca teoremei bisectoarei rezulta ca (DN este bisectoarea unghiului

<BDC.

D

A M B

Configuratia are gi alte proprietati interesante: <EMN = <EDN = 90°; daca {R} = ENNAC,
atunci FAM R este inscriptibil.

OBJ.212. Fie a,b,m,n € N* astfel incat (m,n) = 1 si m,n sunt cele mai mici numere astfel

incat @ | 11...1L g1 b | 11...1. Aratati cd (a,b) = 1 gi cd m - n este cel mai mic numir & cu

m ori n ori
proprietatea cd a - b | 11...1.
M
koor Ovidiu Pop
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Solutie: Evident, a gi b sunt prime cu 10. Conform identitatii lui Bézout, (m,n) = 1 implica

existenta lui x,y € Z astfel incat ma + ny = 1. Evident, avem fie z < 0 < y, fie y < 0 < z. Vom

trata numai primul caz, al doilea fiind absolut analog. Renotand u = —z, v = y, avem u,v € N

gi vn —um = 1. Fie d = (a,b). Atunci d | 11...1 implicd d | 11...1 si, analog, d | 11...1. Cum
— — —

m ori um ori vn ori

vn—um = 1, numarul 11...1 are cu o cifra in plus fatd de 11...1. Cum d le divide pe amandoui,
A A
vn ori1 um ori
d divide si diferena care este 10*™. Dar (a,10) = 1 implica (d, 10*™) = 1, deci d = 1.
In continuare ardtam ci mn este cel mai mic numir k cu proprietatea ab | 11...1.

m ori
Pe de-o parte avem ca a | 11...1, b | 11...1gi (a,b) = 1,deciab | 11...1, adicd numarul k = mn
N—— S—— S——

mmn ori mmn ori mn ori
chiar are proprietatea ab | 11...1.
—

k ori
Mai raméane sa aratam ca este cel mai mic cu aceasta proprietate. Pentru aceasta, demonstram
cd a|1l...1 dacd si numai dacid m | k. O implicatie este evidenta (suficienta conditiei m | k).
k ori
Pentru necesitate, presupunand ca m t k, putem scrie teorema impartirii cu rest: k = em + r,
unde 0 < r < m. Avem a | 11...1gi a | 11...1, deci,prin scadere, a | 11...1-10°". Cum a i
— — —

cm ori k ori T ori
10°™ sunt prime intre ele, va rezulta ¢ a | 11...1, cu r < m, ceea ce contrazice alegerea lui m

T Oori1
ca fiind cel mai mic numar cu aceastd proprietate.
Conchidem ca orice numar & cu proprietatea ab | 11...1 trebuie sa fie divizibil gi cu m gi cu n,
k ori
deci cu [m,n]. Dar (m,n) = 1 implicd [m,n] = mn, deci k minim este mn.

OBJ.213. Fie n un numar natural care nu este patrat perfect. Notam cu D multimea divizorilor
naturali ai lui n. Demonstrati ci elementele multimii D pot fi grupate in perechi disjuncte astfel

incat, in fiecare pereche, numérul mai mic divide numarul mai mare.
antrenament Italia, 2021

Solutie: Daca n nu este patrat perfect, atunci el are divizori primi care in descompunerea in
factori a lui n apar la o putere impara. Fie p un astfel de divizor prim si v,(n) = 2k+1 exponentul
lui p in descompunerea in factori a lui n. Atunci n = p?**1 . m, iar divizorii lui m sunt de forma
p’ - d, unde 0 < j < 2k + 1 gi d | m. Grupam divizorii in perechi de forma (p? - d,p’*! - d), unde
j€{0,2,4,...,2k} sid|m. In fiecare pereche numarul mai mic divide numarul mai mare.
Remarca: Daca n este pitrat perfect, el are un numéar impar de divizori, deci o asemenea gru-
pare nu mai este posibila.

OBJ.214. Daci a, b, c sunt numere reale pozitive astfel incat abc = 1 aritati ca
V1+8a+V1+8b+V1+8c>09.

Marius Stanean

Solutia 1: Avem urmétoarea inegalitate

247
VIt8a> 21 ¢ — 8a(a—1)2 > 0.
a

Astfel mai ramane sa aratam ci
a n b n c S
2+a 24b 24+c¢—
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2 2 2

T z
Cu substitutia a = —, b = =, ¢ = — 4i folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz rezulta ca
Yz zx xy

DI P oryta) -1
24a 22+ 2yz — a2 4+ y2 + 22 + 220y + 2yz + 220

cyc cyc

Solutia 2: cu inegalitatea dintre media patratica si cea aritmeticd aplicatd pentru numerele

1,a,a,...,a (8 de a) avem /1 + 8a > y, apoi din inegalitatea dintre media arirmetica si

cea geometricd, \/a + vb + /¢ > 3Vabc = 1.

Solutia 3: (Daniel Vacaru)

Avem 1+ 8a > 9vVa® = /1 + 8a > 3V/a*. Atunci avem
VI+8a+V1+8b+V1+8c>3(Vat+ Vbt + Vet) > 9%/ (abe)t = 9.

OBJ.215. Fie a, b, c numere reale pozitive astfel incat ab+ be + ca = 3. Aritati ca

a’ + b? b2 + 2 2 +a? >QWM+@7§
a+b+2 b+c+2 cH+a+2 4 4

Marius Stanean

Inegalitatea se mai poate scrie succesiv astfel:

2402 b 1
Z(a + a+ )>i(a+b+0)—45,

a+b+2 2
cyc
(a—b)%*—-2(a+0b) _3 15
> S(a+bte)— —
22 a+b+2 '2(a+ +¢) 2’

cyc

(a — b)? 2(a+b) _ 3 15
RS CA N M A —
§:a+b+2 2:a+b+2—2(a+b+6) 2

cyc cyc
Din inegalitatea mediilor

deci mai ramane de aratat

(a — b)? a+b+2 _ 3 15
A Tt 2 _ =
2 uthi 2; z5latbtea -3,

cyc

care se mai poate scrie astfel

}:iﬂi@i>2m+b+c—a,

a+b+2 "~
cyc
sau
Z (a — b)? >2[(a+b+c)2—9}
cyca—l-b—&-Q_ a+b+c+3 '’
sau

)

Z (a—b)? - 2[(a+b+c)* —3(ab+ bc+ ca)]
a+b+2 7~ a+b+c+3

cyc
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sau

)

S0 (a0 emap?
a+b+2 "~ a+b+c+3

cyc

inegalitate care este evident adevarata.

OBJ.216. Aflati valoarea maximi a expresiei (z,y) + (y,2) + (z,2), unde z,y, z sunt numere
naturale nenule cu suma 300. Aceeasi intrebare dacd « + y + z = 100.

Mircea Lascu

Solutie: Pentru prima intrebare: putem presupune z < y < z. Atunci (z,y) < z, (y,2) < y si
(z,z) <z, deci (z,y) + (y,2) + (z,2) < 2z +y < z+y+ z = 300. Aceastid valoare se atinge
pentru z = y = z = 100. Agadar maximul cautat este 300.

Pentru intrebarea a doua: alegdnd numerele 40, 40,20 obtinem 80. Ardtim ci aceasta este val-
oarea maximi. Presupunem ci existd x < y < z pentru care expresia ia o valoare mai mare.
Atunci 80 < 2z +y = 100 — z + x, deci z — x < 20. Cum z # x, rezulta (z,2) < 20. Atunci
(z,y) > 40 sau (y, z) > 40. Primul caz ar duce la z > 40, imposibil. Al doilea caz implicd y = z
si atunci F =y + 2(y, 100 — 2y) = y + 2(y, 100) si de aici e ugor pe cazuri.

OBJ.217. Fie n € N*. In cate ordini pot fi scrise numerele 1,2, ..., n astfel incat, pentru orice

ke {1,2,...,n}, primele k numere scrise si dea resturi diferite la impéartirea cu k?
limpiada junior:, Canada, 2021

Solutie: Ariatidm prin inductie cd primele k elemente ale permutarii trebuie sa fie k& numere
consecutive din multimea {1,2,...,n}. Afirmatia este evidentd in cazul k = n si vom folosi
inductia Inapoi: vom ardta ci, dacd primele k£ numere sunt consecutive gi primele £ — 1 dau
resturi diferite la impartirea cu k — 1, atunci primele £ — 1 numere sunt numere consecutive. Sa
observam ca numai primul si ultimul din cele k numere consecutive, cel mai mare gi cel mai mic,
pot da acelasi rest la impartirea cu k — 1, deci al k-lea numér trebuie sa fe ori cel mai mic, ori cel
mai mare din primele k. Asadar, primele £k — 1 numere trebuie sa fie si ele numere consecutive.
Aceasta incheie inductia. Agadar, la fiecare pas, cand trecem dde la k la k — 1, avem dou# optiuni:
ori renuntam la cel mai mare dintre numere, ori la cel mai mic dintre ele. In concluzie, numarul
permutarilor cu proprietatea din enunt este 271,
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