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§1 Solutii

Problema 1

Fie p > 3 un numar prim. Sa se arate ca numerele
e N

nu pot da resturi distincte la impartirea cu p.

Vlad Matei

Demonstratie. Pentru p = 3 numerele 7' + 9! si 72 + 92 dau rest 1 la impéartirea cu 3.

Pentru p = 7 numerele 7" + 9' si 7! + 9? dau rest 2 la impartirea cu 7.

S& presupunem prin absurd ci pentru un numd&r prim p > 5, p # 7, numerele 7' + 91, 7% +

9%,..., 7771 + 9771 dau n — 1 resturi distincte dintre cele n resturi posibile la impartirea cu p.
p—

Suma tuturor resturilor posibile este 0 +1+ ...+ (p—1) =p- 5 = 0 (mod p), in vreme ce

-1 |
suma 7'+ 9+ 72497+ 4 P4 =7 5 +9- 3 =0 (mod p).
Am folosit mica teorema a lui Fermat si faptul ca (p,6) = (p,8) = 1.
Deducem ca restul care trebuie sa lipseasca este 0.
Pe de alta parte, 7771 4+97~! = 141 = 2 (mod p), iar 9?~1/2 = 3~ =1 (mod p)si 7P~ V/2 = +1
(mod p) deci, pentru ca numerele 7771 + 9771 si 7e=1/2 4 9=1)/2 g5 dea resturi diferite la
impértirea cu p, este necesar sa avem 7~Y/2 = —1 (mod p). Dar atunci 77=1/2 4 9(P=1/2 = (
(mod p), contradictie.

Barem:
o cazurile P =3 Sl P =T . e 1p
e Presupunand resturi distincte, restul care lipseste este 0. ... .......... ... ... ... ... 3p
o TPl 9Pl =2 (Mod P) o ov o Ip
o TP=D/2 4 9®=1/2 =02 (MO P) ot v 2p
O
Problema 2

Fie ABC un triunghi obtuzunghic in A, cu O centrul cercului circumscris. Fie punctul D in
interiorul triunghiului, pe bisectoarea unghiului <ABC' si pe perpendiculara in A pe AC.
Segmentele (BC) si (OD) se intersecteaza in E. Aratati ca (AE este bisectoarea unghiului
<OAD.

David Andrei Anghel

Demonstratie. Fie F, G, respectiv H proiectiile lui O pe BC' (mijlocul lui BC), a lui D pe BC,

respectiv a lui D pe AB. Din Teorema fundamentala a asemanarii avem A FFO ~ A EGD,

ED
deci 0 - OF De asemenea, DG = DH pentru ca D este pe bisectoare si triunghiurile DH A
si OF B sunt asemenea pentru ca au unghiuri drepte in H si F', iar <DAH = <BAC — 90° =

<OBC = <OBF. Cum OB = OA (raze), avem ED b _ b AD _ AD

= = deci di
, - , ) “MEO T 0oF T OoF — 0B Ao "
reciproca teoremei bisectoarei rezulta concluzia.
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Demonstratie alternativa: Aplicand teorema sinusurilor in triunghiurile ABD, BDE si EOC
. B . B
sm = AD S CO sin(<CEO)
bti latiile: = 2 = 2 i = . D
CORHEI TEREE BD T sin(«DEB)’ BD  sin(<BAD) T OE  sin(«BCO)
<CEO = «DEB, iar <BAD = <BCO (calcul de unghiuri sau observand ca (AD taie cercul
AD CO AO Di
= = . Din

DE OE OF

circumscris in punctul diametral opus lui C'). Obtinem de aici ca

reciproca teoremei bisectoarei rezulta imediat concluzia.

Demonstratie alternativa: (data in concurs de Andrei Vila)

Fie M mijlocul arcului mic AC, N punctul diametral opus acestuia si C’ punctul diametral opus
lui C. Atunci {D} = BM N AC’ si {O} = CC'NMN. Fie {E'} = AN N BC. Din teorema lui
Pascal aplicata hexagramei BM N AC'C' rezulta ca punctele D, O si E’ sunt coliniare deci £’
coincide cu F£.

B
Deoarece M N || AC" (ambele perpendiculare pe AC'), avem <DAE = <C'AN = <ABM = 5

B
si <FAO = <NAO = <ANO = <ABM = > de unde concluzia.

Barem:
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o Arata ca <BAD = <CBO (sau cu <BCO). ... oiuiiiii i 1p
. JAD AO
o Arata ca DE — OF 5p
o COMCIUZIA ... o 1p
O
Problema 3

Determinati toate numerele naturale nenule n pentru care patratelele unui tabel n x n pot
fi completate cu numere din multimea {1,2, —3} astfel incdt suma numerelor de pe fiecare
linie si de pe fiecare coloana a tabelului sa fie 0.

Concursul Arany Déniel, Ungaria, 2021

Demonstratie. Aratam ca numerele cautate sunt numerele naturale mai mari ca 2.

Evident n = 1 nu are proprietatea ceruta. Nici n = 2 nu o are: daca —3 apare pe o linie a
tabelului, suma numerelor de pe acea linie este negativa, iar daca —3 nu apare pe acea linie,
suma este pozitiva.

In continuare aritiam c& orice numar natural mai mare ca 2 are proprietatea din enunt.
Demonstram ca, pentru orice n > 3, exista aq, as, . . ., a, € {1,2, —3} astfel ca a1 +as+...+a, =
0.

Intr-adevir, daca n = 3k, putem lua cite k numere egale cu 1, 2 si —3.

Dacan =3k+1, k > 1, putem lua k + 2 numere egale cu 1, £k — 1 numere egale cu 2 si k numere
egale cu —3.

Dacan =3k + 2, k > 1, putem lua £ — 1 numere egale cu 1, k£ + 2 numere egale cu 2 si k + 1
numere egale cu —3.

Pentru n > 3 completam tabelul in felul urmator:

- pe linia 1 scriem, in ordine, numerele a, as, ..., a,;
- pe linia 2 scriem, in ordine, numerele as, as, ..., Gy, a;
in general,
- pe linia £ scriem, in ordine, numerele ag, Ggi1,...,An, A1, ..., Q1.
(Pe scurt, pe linia i coloana j scriem numarul a; unde ¢t € {1,2,...,n} satisface t =i+ j — 1
(mod n).)
Astfel, pe fiecare linie si fiecare coloana vom obtine aceeasi suma, a; + as + ...+ a, = 0.
Barem:
o Afirma cad n =1 sin =2 nu convin. (Observatie: La cazul n = 2 nu este necesara
JUSEIFICATA. ) o ottt 1p
« Arata ca numerele n > 3 convin. (Observatie: Pentru cazul 3 | n se acorda 1p.) ... ... 6p
m
Problema 4
Fie A o multime de numere naturale nenule care are urmatoarele proprietati:
i) b € A;

ii) dacd z,y € N*, atunci 2% + y*> € A daci si numai dacid z € A si y € A.
Demonstrati ca A = N*.

Andrei Bara
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Demonstratie. Vom verifica mai intai ca numerele 1,2, ..., 11 apartin multimii A.
012+22=5ecA=12€A

o 12+ 5% =26 € A implica 262 + 22 = 680 € A, dar 680 = 22% + 142, deci 22,14 € A.

e 142 +22 =200 € A si 200 = 10? + 102 implica 10 € A.

e10=1*+3=3€cA
02cA=>2242=8cA=84+12=60cATP+42cA=>74€ A

0142+ 32 =205=62+13>=6,13€ A

062+ 72 =85€ Asi8 =9%+2% implici 9 € A

©10,5€ A= 10>+5% =125 € A, 125 = 112 + 2% implicd 11 € A.

Am obtinut ca 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 € A.

(Exista si alte moduri de a arata ca numerele de la 1 la 11 sunt in A. De exemplu: ca mai
sus, 1,2,8,7,4 € A, apoi 12 4+ 42 = 17 € A; 12+ 17 = 290 = 112 + 132, deci 11,13 € 4;
112 422 = 10%2 + 52, deci 10,5 € A; ca mai sus 3 € A; 32+ 112 = 130 = 9?2 + 72, deci 9 € A;
92422 =85=62+7% deci 6 € A.)

Demonstram ca orice numar natural nenul este In A prin inductie tare.
Presupunem ca 1,2,...,n € A si demonstram ca n+ 1 € A.

Cazul I. Dacd n = 2k, atunci (2k + 1) + (k — 2)* = (2k — 1)* + (k + 2)?, iar cum
2k — 1,k + 2,k —2 € A, rezultd ca (2k — 1)* + (k + 2)? € A, deci 2k + 1 € A.

Inductia functioneaza in acest caz pentru k > 3, adica n > 6, valoare care a fost verificata
anterior.

Cazul II. Dacad n = 2k + 1, atunci (2k + 2)? + (k — 4)* = (2k — 2)> + (k + 4)?, iar cum
2k — 2,k + 4 € A, obtinem (2k — 2)? + (k + 4)? € A, rezulta, deci, deoarece k — 4 € A, c&
2k+2€ A

Inductia functioneaza in acest caz pentru k > 5, adica n > 11, valoare care a fost verificata
anterior.

Rezulta acum, evident, ca A = N*.

Barem:
o Arataca1,2,3,4,7,8,10,11 € A. (Observatie: Pentru 1,2,4,7,8 € A se acorda 0.5p,
iar pentru 3,10,11 € A se acorda se acorda 0.5p.) ... ..o 1p
o Arata ca 6,9 € A. Lo 1p
o Scrie identitatile necesare pasului de inductie. ... ...... .. .. . i 4p
o COMCIUZIA ... o 1p

Timp de lucru: 240 de minute.

Pentru fiecare problema se acorda maxim 7 puncte.

Nu este permisa utilizarea calculatorului sau a oricarui alt instrument, cu exceptia riglei si a
compasulus.
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