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§1 Solutii

Problema 1

Pentru un numar natural nenul n notam cu d(n) numarul divizorilor sai naturali. Aflati
numerele naturale n pentru care d(n) +d(n +4) +d(n+8) = 7.

prelucrare Andrei Eckstein

Demonstratie. Observam mai intai ca niciunul din termenii sumei nu poate fi egal cu 1 (n =1
nu convine), deci termenii sumei trebuie sa fie 2,2, 3 (intr-o anumita ordine). Deducem ca doua
dintre numerele n, n + 4 si n + 8 trebuie sa fie prime, iar cel de-al treilea trebuie sa fie patratul
unui numar prim. Dar numerele n, n + 4 si n + 8 dau resturi diferite la impartirea cu 3, deci
unul dintre cele trei numere este divizibil cu 3, adica unul dintre numere este 3 sau 9. Avem de
verificat cazurile n =3, n =9, n+4 =9 si n+ 8 = 9. Se obtin solutiile n =5 gi n =9.

Barem:
o Arata ca termenii sumei sunt 2,2,3. (n=1nuconvine) ................ .. oL 1p

e Deduce ca doua dintre numere sunt prime, iar al treilea patratul unui numar

1000 PP 1p
e Unul dintre numerele n, n +4 si n + 8 este divizibil cu 3. ... ..................... ... 2p
o Trateaza toate cazurile. ... ... .. e 2p
o Obtine cele doua solutii. ... .. ..o 1p
O

Problema 2

Pentru a, b,c > 0 cu proprietatea abc = 27, aratati ca

(a+b+ f( I >>9
@ D\ 1216  B+216  A+216) "

Mihaela Berindeanu

Demonstratie. Folosim identitatea (a +b+¢)* =a® + 0+ +3(a+b) (a+¢) (b+c).
Aplicam inegalitatea mediilor si obtinem

a+b>2Vab
a+c>2/ac
b+c>2vbe

De aici avem ca
(a+b)(a+c)(b+c) > 8abc = 8- 27 =216

Deci (a+b+¢)® > a® + b + & +3-216 = (a® + 216) + (b® + 216) + (¢ + 216) .
Folosind notatiile a® + 216 = x, b® + 216 =y, ¢ + 216 = 2, obtinem inegalitatea clasica

1 1 1
@+y+@<++>29
T Yy =z

Egalitatea se atinge pentru a =b =c = 3.
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Barem:
o aratdcd (a+b+c)P >a®+ 3+ +3-216 ... 3p
o folosegte inegalitatea (z + y + 2) (% + i + %) >0, Va,y,z>0 (%) ... oo 3p
o CONCIUZIA ... o 1p

Nu se vor depuncta: netratarea cazului de egalitate, nedemonstrarea inegalitatii (*).
Punctele pentru (*) se vor acorda si daca inegalitatea (a + b+ c)® > a® + b3+ ¢* + 3216 nu a
fost demonstrata. m

Problema 3

Fie n € N, n > 2, un numar natural fixat. Patratelele unitate ale unei table n x n se
completeaza cu numere naturale astfel incat modulul diferentei numerelor scrise in oricare
dous patrate unitate care au o laturd comuna sa fie 1. Ce valori poate lua suma celor n?
numere?

Andrei Eckstein

Demonstratie. Vom arata ca daca n este par atunci multimea valorilor pe care le ia suma este
cea a numerelor pare mai mari sau egale cu n?/2, iar daci n este impar, multimea cautata este
cea a numerelor mai mari sau egale cu [n?/2].

Numerele din patratele vecine au paritati diferite, deci, daca n este par, adica n = 2k cu k € N¥,
atunci vom avea 2k? numere pare si tot atdtea impare, prin urmare suma va fi mereu para si,
mai mult, numerele impare fiind cel putin 1, suma va fi un numar par mai mare sau egal cu
2k2. Vom arata ci orice numar par mai mare ca 2k poate fi suma numerelor din patrat. Daca
plasdm 0 si 1 ca intr-o tabla de sah obtinem suma 2k?. De aici inainte putem mereu méri suma
cu 2 astfel: alegem cel mai mic numar din patrat. (Daca sunt mai multe egale, alegem unul din
ele.) Atunci toti vecinii sai sunt cu 1 mai mari ca el, deci daca marim cu 2 acest numar, el va fi
cu 1 mai mare decat vecinii sai, deci noua completare a tabelului satisface in continuare conditia
ca oricare doua numere vecine sa difere prin 1. Repetand procedeul obtinem orice suma para
mai mare ca 2k%. Pe de alta parte, deoarece patratul contine 2k? + 2k numere impare, toate cel
putin 1, suma va fi cel putin 2k? + 2k.

Daca n este impar, adica n = 2k + 1 cu k € N*, putem obtine orice suma mai mare sau egala cu
2k? + 2k. Pentru sumele pare, completam patratul cu 0 si 1 ca pe o tabld de sah, cu 0-uri in
colturi. Obtinem suma 2k% 4 2k si apoi, cu procedeul descris mai sus, orice sumé para mai mare.
Pentru sumele impare, pornim de la o completare cu 0 gi 1, tot model tabla de sah, dar cu 1-uri
in colturi. Numerele impare mai mari se obtin aplicand din nou procedeul.

Remarca: In locul procedeului descris mai sus, se pot construi exemple. De pild4, in cazul
(2k — 1)n* (2k + 1)n?
2 ’ 2
una de sah si scrie k In toate patratelele albe si & — 1 sau k£ 4+ 1 in cele negre astfel Incat suma

sa dea 2s. Analog se procedeaza in cazul n impar.

n par, pentru a obtine suma 2s € , k € N*, putem colora tabla ca pe

Barem:
o Arata ca in cazul n par se obtin numai sume pare. ... ........... .o 1p
e Determina in fiecare caz sumele minime care se obtin. ... ...................... ... ... 1p
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« Aratd ci in cazul n par se obtin toate numerele pare > n?/2, iar in cazul n impar

toate numerele > [N2/2] ... .. 4p
o Gasegte (sau intuiegte) raspunsul corect. ... ... 1p

O
Problema 4

Fie ABC un triunghi ascutitunghic, cu AB < AC. Notam cu 2 cercul circumscris triun-
ghiului, iar cu O centrul acestui cerc. Tangenta in A la ) intersecteaza BC in T, A’ este
punctul diametral opus lui A in €, iar perpendiculara din A pe BC' intersecteaza BC si (2
in D, respectiv E.

Demonstrati ca OD, T'A’ ¢i tangenta in F la {2 sunt concurente.

David Andrei Anghel

Demonstratie. Sa notam cu H ortocentrul triunghiului ABC, cu X si Y punctele in care dreapta
OD intersecteaza A'T, respectiv A'E at X i fie {S} = EX N BC. Vrem sa demonstram ca
ES este tangenta la Q. Se stie ca A'E || BC si ca HD = DE. Aplicam teorema lui Menelaos

AD YE A
triunghiului AEA’ taiat de transversala D —Y — O si obtinem ca DE VA OZ =1, de unde
YE DE HD (1)
v AD - AD YE YX YA YE SD
Din YA" | TD Ita = = - == 9

in I rezulta D= XD - DT’ de unde YA~ DT (2)

. . . SD HD , . 11
Din (1) si (2) rezulta DT = AD’ deci HS || AT. Atunci £SED = £SHD = {TAE = ; AE,
ceea ce arata ca SE este tangenta la (2.

A
Q
H 0
S B
T D ¢
X f
Y E A

Se poate evita utilizarea teoremei lui Menelaos considerand simetricul lui D fata de O.

Remarca: (David Andrei Anghel)
Daca {U} = (A'T) N, se poate arata ca dreapta UD reintersecteaza {2 in punctul diametral
opus lui £. Exista o demonstratie folosind aceasta idee, dar ea este ceva mai complicata (vezi
baremul pentru solutie alternativa).
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Barem:
o Spune cad EA || BO. ... oo Ip
o Considera ortocentrul H gispune ca HD = DE. ... ... ... ... . i .. 1p
o Arata ca HS || AL . o 4p

Calculul de unghiuri din final si concluzia (Acest punct din barem se acorda gi daca

paralelismul nu a fost demonstrat), ... ... ... 1p

Barem (solutie alternativa):

Fie {R} = (O N Q. Aratd ci AAA'R ~ AATD (UU) ... oo 1p
Deduce ca ARAD ~ AA'AT (LUL) ... oo Ip
Obtine ca U, D, R sunt coliniare (calcul de unghiuri) ... ............. ... ... 1p
Fie M proiectia lui E pe OX. AOMU ~ AOUV (LUL) ... ... . 1p
Patrulaterul DMUE este inscriptibil (calcul de unghiuri). ... ..., Ip
ADUE = 90° 81 CONCIUZIA . .. ..ot e 2p

0

Timp de lucru: 240 de minute.

Pentru fiecare problema se acorda maxim 7 puncte.

Nu este permisa utilizarea calculatorului sau a oricarui alt instrument, cu exceptia riglei si a
compasului.

Solutii http:\ \upper.school Pagina 5


https://upper.school/course/upper-school-for-imc-2021-2022/

	Soluții

