Problema saptaménii 272

Ana gi Bogdan joaca urmatorul joc. Mai intai ei aleg un numar natural n > 3,
apoi Ana se gandegte la un numar din multimea {1,2,...,n}. Bogdan trebuie sa
ghiceasca numarul. El va spune un numar, iar Ana 1i va raspunde numai da sau nu.
Daca aAna a raspuns da, jocul se termina. Daca raspunsul este nu, Ana va schimba
numarul: ea poate fie sa adune 1, fie sa scada 1 din numarul ei, dar numarul trebuie
sa ramana cel putin 1 (insa el poate deveni mai mare ca n). Apoi Bogdan poate
incerca sa ghiceasca noul numar. Procesul se repeta pana cand Bogdan ghiceste
numarul Anei.

Demonstrati ca Bogdan are o strategie care 1i permite sa ghiceasca numarul Anei din
cel mult 3n — 5 incercari.

J. Szoldatics, Revista KéMal, septembrie 2021

Solutie:
Strategia lui Bogdan este urmatoarea: el spune in ordine numerele n —1,n—2,...,2
(sunt n—2 incercari), apoi, in ordine, 2n—2,2n—1,...,2 (sunt alte 2n — 3 incercari).

Vom demonstra ca Bogdan nimereste numarul Anei dintr-una din aceste 3n — 5
incercari.

Distingem doua cazuri:

e Daca primul numar la care s-a gandit Ana are aceeasi paritate ca si n — 1, atunci
la fiecare din primele n — 2 incercari Bogdan va spune mereu un numar de aceeasi
paritate cu numarul Anei. Aratam ca in acest caz Bogdan va ghici numarul Anei din
primele n—2 incercari. Presupunem contrariul. Initial numarul n—1 spus de Bogdan
este mai mare ca numarul Anei. Aceasta proprietate (Bogdan spune un numar mai
mare decat numarul Anei) se pastreaza pe parcursul celor n— 2 incercari: din motive
de paritate, daca Bogdan n-a ghicit, el a spus un numar care este cu cel putin 2 mai
mare decat cel al Anei. Diferenta dintre numarul lui Bogdan si cel al Anei scade cu
cel mult 2, deci nu poate deveni negativa. Dar la sfarsit, cand Bogdan spune 2, Ana
nu mai poate avea un numar de aceeasi paritate, mai mic ca 2, contradictie. Asadar,
daca Ana s-a gandit initial la un numar de aceeagi paritate cu n — 1, Bogdan i-a
ghicit numarul din primele n — 2 incercari.

e Daca Ana s-a gandit la un numar avand paritatea diferita de cea a lui n— 1, aratam
ca Bogdan va ghici numarul Anei din urmatoarele 2n — 3 incercari. In primele n — 2
incercari, Bogdan si Ana au avut mereu numere de paritati diferite. Astfel, la finalul
primelor n — 2 incercari, atunci cand Bogdan a spus 2, Ana avea un numar impar.
Cand Bogdan a spus 2n — 2, Ana avea un numar par. De aici inainte, Bogdan va
spune mereu un numar care are aceeasi paritate ca si numarul Anei. Presupunem
ca el nu ghiceste numarul Anei. Dupa n — 1 incercari, numarul Anei este cel mult
n+ (n—1) = 2n — 1. Pe de alta parte, am presupus ca acesta este par, deci este
cel mult 2n — 2. Asadar, la inceputul acestei secvente de 2n — 3 incercari, numarul
spus de Bogdan, 2n — 2, este mai mare sau egal decat cel al Anei. Presupunand ca
Bogdan nu ghiceste din aceste 2n — 3 incercari numarul Anei, numarul lui Bogdan
va ramane mereu strict mai mare ca numarul Anei, ceea ce la final nu este posibil:
cand Bogdan spune 2, Ana are trebui sa aiba un numar par, dar mai mic decat 2,



ceea ce este imposibil.
In concluzie, aceste 3n — 5 incercari 1i sunt suficiente lui Bogdan ca sa ghiceasca
numarul Anei.

Problema seamana foarte mult cu urmatoarea, data si la ViitoriOlimpici in sezonul
2016-2017 (etapa 5, clasa a 7-a, problema 4):

O printesa locuiegte intr-un apartament format din 17 camere dispuse intr-un rand.
Fiecare camera are o usa catre exterior si exista cate o usa intre oricare doua camere
vecine. Printesa isi petrece fiecare zi intr-o camera care este vecina cu camera in care
si-a petrecut ziua precedenta. Intr-o zi, soseste un print dintr-o tara indepartata,
hotarat sa cucereasca printesa. Majordomul 1i explica acestuia obiceiurile printesei si
ii comunica regulile pe care trebuie sa le urmeze in incercarea de a o peti pe printesa:
In fiecare zi printul poate alege una din usile exterioare gi bate la acea usa. Daca
printesa este in respectiva camera, ea ii va deschide uga gi in cele din urma se va
casatori cu printul. Daca printesa nu este in respectiva camera, atunci nu se intampla
nimic, iar printul va avea o noua sansa a doua zi.

Din pacate, biletul de intoarcere al printului expira dupa 30 de zile. Are printul
suficient de mult timp la dispozitie pentru a fi sigur ca o poate cuceri pe printesa?
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Solutie:

30 de zile sunt suficiente. Numerotam camerele de la 1 la 17. Strategia printului ar
putea fi urmatoarea:

Printul bate in ordine la usgile camerelor: 2, 3, 4, ..., 16, apoi din nou 16, 15, ..., 2
(in ordine inversa sau nu). Cele 30 de zile s-au scurs. Sa demonstram ca printul a
batut la un moment dat la o usa in spatele careia se afla printesa.

Daca initial printesa era intr-o camera cu numar par, atunci in primele 15 zile ea se
afla In camera cu numar par atunci cand printul bate la uga unei camere cu numar
par gi se afla intr-o camera cu numar impar in zilele in care printul incearca tocmai
o astfel de camera. Prin urmare, in acest caz, cei doi nu se pot petrece. Asadar, in
acest caz, daca cei doi nu s-au intalnit, inseamna ca printesa a ramas mereu intr-o
camera cu numar mai mare decat cea incercata de print, si de aceeasi paritate, ceea
ce dupa 15 zile nu mai este posibil, printul fiind la usa camerei cu numar par cel mai
mare. Asa Incat, daca cei doi nu s-au intalnit in primele 15 zile, rezulta ca initial
printesa a fost in camera impara. Atunci in ziua a 16 ea va fi intr-o camera cu numar
par si putem relua strategia pe care am incercat-o in primele 15 zile. De asta data
insa, printul 1si va gasi printesa.

Analogia dintre cele doua probleme este urmatoarea: Ana se gandeste initial din
multimea {1,2,...,n}, apoi mereu la un numar vecin cu cel anterior. Bogdan
incearca sa ghiceasca numarul curent al Anei. La fel, printesa se gandeste la un
numar (de camera) din multimea {1,2,...,17}, apoi se muta mereu intr-o camera
vecina (avand un numar vecin). Printul joaca rolul lui Bogdan: el trebuie sa ghiceasca



numarul cemerei in care se gaseste printesa.

Diferenta consta in faptul ca la problema cu printesa, numarul camerei ramane
limitat la n = 17, in timp ce in problema saptamanii nu. Totusi, rezolvarea este
asemanatoare.

Am primit o singura solutie corecta, de la Emanuel Mazare.

Problem of the week no. 272

Al and Bill are playing the following game. They agree on a fixed number n > 3,
and then Al thinks of a number from the set {1,2,...,n}. Now Bill can guess the
number. He will only get yes or no answers. If the answer is yes, the game terminates.
If the answer is no, Al will change the number: he either increases or reduces it by
1, but the number must remain positive (it is allowed to go beyond n though). Then
Bill can guess again, trying to hit the new number. The procedure is repeated until
finally Bill gets the number. Prove that Bill has a strategy to end the game with at
most 3n — 5 guesses.

J. Szoldatics, KoMal., 2021, problem B.5186

Solution:
Bill’s strategy is the following one: first, he says, in order, the numbers n — 1,n —
2,...,2 (there are, so far, n — 2 guesses), then, again in order, the numbers 2n —

2,2n — 1,...,2 (there are 2n — 3 more guesses). We prove that Bill will get Al’s
number in one of these 3n — 5 guesses.

We distinguish two cases:

e If Al’s initial number has the same parity as n — 1, then in each his first n — 2 at-
tempts, Bill will say a number that has the same parity as Al’s. We prove that in this
case Bill will guess Al’s number from these first n — 2 guesses. Assume the contrary
to be true. Initially, the number n — 1 said by Bill is larger than Al’s number. This
property (Bill says a number that is larger than Al’s number) we be preserved along
these n — 2 attempts: for reasons of parity, if Bill did not guess, his number must
have been at least by 2 larger than Al’s number. The difference between his number
and Al’s cannot decrease by more than 2, therefore it cannot become negative. But
at the end, when Bill says 2, Al cannot have a smaller number and yet have a number
of the same parity. We conclude that, if Alg initial number had the same parity as
n — 1, then Bill has guessed his number from his first n — 2 attempts.

e If Al’s initial number has a different parity from n — 1, we prove that Bill will guess
Al’s number the subsequent 2n — 3 guesses. In each of his first n — 2 attempts, Bill
says a number that has a different parity from Al’s. Thus, at the end of the first n —2
attempts, when Bill said 2, Al had an odd number. When Bill said 2n — 2, Al had
an even number. From that moment on, the two players will always say number of
equal parity. Assume Bill’s strategy fails to guess Al’s number. After n—1 attempts,



Al’'s number is at most n + (n — 1) = 2n — 1. On the other hand, we have assumed
it was an even number, so it must be at must 2n — 2. Thus, at the beginning of
this sequence of 2n — 3 attempts, Bill’s number is larger than Al’s. Assuming Bill
doesn’t hit Al’s number, Bill will keep saying numbers that have the same parity as
Al’s number, but which are strictly larger. This cannot be true al the way until the
end because when Bill says 2, Al cannot have a smaller even number.

In conclusion, these 3n — 5 attempts are sufficient for Bill to guess Al’s number.

The problem and its solution are very reminiscent of this problem.
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