) Solutia problemei 1, Clasa a VllI-a
4 Etapa 5, Editia a Xll-a

V| ItO I‘IO I | m p | C| A I'O Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

Problema 1

Se considera A o multime de numere reale cu cel putin trei elemente avand proprietatea ca, pentru orice a;b € A cu

a=b avema’®+beQ Aritatici Ac Q.

Ilie Romeo

Solutie

Fie a,b,c e A distincte.

a’+ce@ )
=a’-p'eQ |
b®+ce@ axb ,
L:a2+ab+bzeQ:>(a—b) +3abeQL=abeQ (2)=
cC+aecQ |
=a-beQ (1)
c+be@Q J

=a’+b’ecQ (3

a+beQ (2):(3) a

}:(a+b)(a2—ab+b2+1)e<@ = a+beQ=acQ,

a’—ab+b?+120

b®+aec@Q

Cum a e A a fost arbitrar ales, avemcia A = Q.
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Problema 2

Se considera prisma triunghiulara regulatdi ABCA'B'C " . Demonstrati cd planele (A'BC) si (C'AB) sunt

perpendiculare daca si numai daca 2AA' = \/g AB.
Ilie Romeo

Solutie
Daci D este centrul fetei ACC'A" atunci (A'BC)n (C'AB)=BD.

Centrul de greutate al triunghiului A*BC , notat cu P, coincide cu centrul de greutate al triunghiului C * AB si se va afla
la intersectia dintre dreptele AN si CM ,unde N este mijlocul lui BC, iar M este mijlocul lui AB.

Dacd Q = pry,M = pry, N ,atunci <((A'BC),(C'AB))= <*MQN.

. . . . ) , PN?.BN?
In triunghiurile dreptunghice PMB si PBN avem MQ" = NQ" = —————
BP
Planele (A'BC) si (C'AB) sunt perpendiculare < A QMN este dreptunghic isoscel <

2 PN2 BN2 P 2 L. notand x=MB
MN®=2———— <« BP" =2PN" = APBN este dreptunghic isoscel <« A'N =3x <
BP

AA'  AB
A'B = x\10 & AA' = xa/6 & —— = = s 2AA' = \J6AB.
2

N3
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Problema 3

Se considera cubul ABCDA’B’C’D’ de latura 1. Determinati minimul expresiei
d’(M,(ABD))+d*(M,(AA'B))+d*(M,(AA'D))+d*(M,(BDA")), atunci cand punctul M este in interiorul
piramidei 4BDA’, unde d (M, ) este distanta de la punctul M la planul « .

*k*x

Solutie
d*(M,(ABD))+d*(M,(AA'B))+d*(M,(AA'D))+d*(M,(BDA"))=AM* +d*(M,(A'BD)).

Considerdm un plan ¢ care trece prin M si este paralel cu planul (A'BD ). Orice punct de pe planul « are distanta pana
la planul (A'BD) egalicu d (M,(A'BD)). Daca M "= pr,A si T = Prygp) A ALUNCI

d(M,(A'BD))=d(M ' (A'BD)) si AM*+d*(M,(A'BD))=AM*+TM * . AM eminimadaci M =M ',
deci AM® +d° (M ,(A‘BD)) este minima atunci cand punctele A, M’ si T sunt coliniare si M = M ' . Pe de alta parte,
AM ? + MT? este minima daca M este mijlocul lui AT deci,
d’*(M,(ABD))+d*(M,(AA'B))+d*(M,(AA'D))+d*(M,(BDA")), este minima cand M este mijlocul

perpendicularei din A pe planul (A'BD), sicum d (A,(A'BD)) = 3 AC ' obtinem cd minimul cerut este egal cu

({3
6

5| -
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Problema 4

X

a) Consideram numerele intregi X,y si q,CU y = 0 si q > 2. Aratati ca, daca fractia q

; este un numar intreg,
q’ -1

atunci y divide x.

q -1

y

b) Pentru fiecare numar prim ¢, definim multimea M | = { Ix,yeZ, y= O}. Notam cu M reuniunea tuturor

acestor mulfimi M . Determinati cel mai mic numdr natural n, n > 2 care nu apartine multimii M.
Catalin Ciupala
Solutie

q" -1
q -1

Fie x,y sig,cuy=0siq>2.Notam f =

Daca x=0= f =0.Evident y |0.

Daci x,y > 0, din teorema impartirii cu rest, existd ¢,r ¢ N astfel incat x = yc+r si r < y . Avem

[q" -1
. . 1 pentruc =0 ‘4
-1 -1 - _
f=q' qy + qy _ )4 si cum qy €(0,1) pentrur >0,
q -1 q -1 | r y y(c-1) qr_l q -1
q (1+q +...+0 )+ , pentruc >0
1 q’ -1
rezultd cd f € Z daci si numai dacd r =0 sau y | x.
Dacd x <0 si y > 0,atunci f e (-1,0).
- . - * . v X_l . v v o o« -
Dacd x >0 si y<0,notim y = -ve N siavem f = —q slcum(q .q —l):l,rezultacaer daca si

numaidacad v|x = y|x.

v-u qU -1

—cl o vzusi
qg -1

Dacid X,y <0 notimcu x = —u e N™; y = —v e N” sj obtinem f =g

ViU v=u=Xx=Y.

b) Din analiza de la punctul a), rezulta ca multimea M contine, in afara de 0 si 1), numerele naturale (mai mari decat 2):

1+9" +9” +...+9", unde k,y e N" si g numir prim.

3=1+2eM,; 4=1+3eM,;5=1+2°ecM,; 6=1+5ecM,; 7=1+2+2"cM,; 8=1+7ec M;
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M), 10 =1+3* € M, inschimb 11 ¢ M , deci numarul cerut este egal cu 11.
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9=1+2°
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