Solutia problemei 1, Clasa a VllI-a
Etapa 4, Editia a Xll-a
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1) Determinati toate perechile de numere prime (p,q) pentru care

p’-q°=(p+q)’

*k*

Solutie

Presupunem ca niciunul dintre p sau g nu este egal cu 3. Atunci p =3k +1sau 3k +2 si q =3k +1sau 3k + 2.
Daci p si g ar fi de aceeasi forma 3k +1 sau 3k + 2 atunci 3 divine p® — q° si 3 nu divide (p +q)”.

Daci p si g ar fi de forme 3k +1 sau 3k + 2 atunci 3 nu divine p® - q° si 3 divide (p+q)°.

Dacd p =3 atunci q° < 27 ceea ce nu este posibil.

Daci q = 3 obtinem p° —243 = (p +3)?, ecuatie cu unica solutie intregi p =7 .
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. - .1 1 1 . 3
2) Daca a,b,c sunt numere reale pozitive astfel incat + " + = 2, aratati cd Vab + /bc + vJca < =
a+1l +1 c+1 2

D. M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu
Solutie

1 1 1 1 1 a b c
=2 1- +1- +1- le + + =
a+l b+1 c+1

+ = 1.
a+l b+1 c+1 a+1 b+1 c+1

Are loc:

.. . a b c .
Din inegalitatea CBS pentru numerele \/ \/ \/ , respectiv Ja +1, \/b +1, \/c +1 avem:
a+1 Vb+1 Vc+1

+
a+1l b+1 c+1

(\/;+\/E+\/E)2£( o b + ¢ J((a+l)+(b+1)+(c+l))

de unde (\/g+ \/E+ \/E)z < a+b+c+3 side aici inegalitatea ceruté\/5+ '\/E+ ca < %
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3) Se considerd un cub cu centrul de simetrie in O si un plan variabil ce trece prin O si care este paralel cu o muchie a
cubului. Aratati cd suma patratelor distantelor varfurilor cubului la acest plan este constanta.

Florin Cérjan

Notam ABCDA’B’C’D’ cubul si a planul care trece prin O, pe care 1l consideram paralel cu A4’ ; mai mult, daca
an(ABCD)=d si M = pr A; N = pr,B atunci AM ;DN < (ABCD).

d(B,a)=d(B',a)=d(D,a)=d(D",a)=DN sid(Aa)=d(Aa)=d(C,a)=d(C'a)=AM .

Din cele de mai sus avem cd suma distantelor varfurilor cubului la acest plan « este egald cu

4(AM*+DN*)=4(A0°-OM*+DN*)=4A0", pentruci OM = DN .
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4) Aratati cad daca toate cele sase unghiuri ale unui tetraedru sunt ascutite, atunci suma cosinusurilor acestor unghiuri este
mai mica sau egald cu 2.

* k% %

Solutie

Cum cele 6 unghiuri diedre sunt ascutile rezulta ca proiectiile celor patru varfuri pe planele opuse sunt in interioarele
triunghiurilor fetelor opuse.

Notam «, = *((ABC),(BCD)); a, = *((ADC),(BCD)) ;
a,=%*((ABD),(BCD)); a, = *((ABC),(BAD));

as=*((ABD),(ACD)); a,=*((ADC),(BCA)).

S S S
cosa, = —<E;cosa, = —55; cos a, = =2

ABC DAC ABD

S
— ABC ADC ABD _ sAx . ..
Saco = Sgee + Scep * Sape = cosa, + S cosa, + cosa, =1 siincd trei sume similare.
BCD BCD BCD

Adunand toate relatiile si tindnd cont ca toate unghiurile

A a,;a,;a,;a, suntascutile, obtinem

Secp | :
4=3| L84+ 22 cosa, = 22 cosa, de unde rezultd cerinta.
SBCD SABC
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