Problema saptamanii 261:

Fie ABC un triunghi, £,/ si m—dreptele suport ale bisectoarelor exterioare ale

unghiurilor 4, B si respectiv C. Proiectiile lui 4 pe / si m sunt L si respectiv P. Analog,
proiectiile lui B pe m si k sunt N si K; iar proiectiile lui C pe k& si / sunt O si M. Aratati
ca punctele M, N, P, 0, K si L—sunt sase puncte conciclice.

SOLUTIE (Mihai Miculita): Notand cu I —punctul de intersectie al bisectoarelor interioare ale
AABC sicu: {A'};=1nm,{B'} =knm si {C'} =kl (v.Fig.1), intrucat bisectoarea interioara si
bisectoara exterioara a oricarui unghi sunt perpendiculare intre ele, avem:

IALBC',IB1LA'C'si ICLA'B. (1)

Notand acum cu:
o= m{13B) = m{T7C)
ﬂ:zm(I/B;I):m(/z’)

o n(8)

= 180" =m(5,473)+m(23\c)+m(§64)=2a+2ﬂ+27:>

=a+B+y=90". (2)

Voi ardta mai intai cd, punctul / (centrul cercului inscris al AABC), este ortocentrul AA'B'C".

Intr-adevir, din:

ICLAC= m(C/‘IZ)

— CIA' —este un unghi exterior al AICA= A" € IA

=90°—m(17471)=90°—ﬁ(3a+ﬁ= m(@)m(@) -

}:>|I e A4 L B'C'|.
IALBC

In mod analog aratim, ca: / € BB' 1L A'C' si I e CC' 1. A'B'. Asa ci, punctul I € AA' "BB' nCC',

este ortocentrul A4A'B'C’.




Fig.2.
Voi ardta acum ca patrulaterul KLMQ —este inscriptibil.
Intr-adevar, din (v.Fig.2):

AL L A'C’ =~
= AKLB —inscriptibil = C'LK = BAC
BK 1 B'C’ S
= CLK=CAB" (3)
A'ALBC L —
= A'B'AB —inscriptibil = BAC'= C'A'B’
B'B1 AC
si aplicand acum teorema catetei, in triunghiurile A'CC" si B'CC’, obtinem ca:
CC' L A'B . . o
=|CO|-[CB H CC'
CQ L B'C’
=|C'Q|-|C'B'|HC'M |-|C'4A' <<
CC'LAB . . o
=|C'M |-|C'A"|H CC'|
CM 1L A'C
|C'B"| |C'A'|
|ICM | |C'O|\= AL'C'B' ~ AQC'M = CA'B' =C'OM; (4)
OC'M =B'C'A
iar din relatiile (3) si (4)= CLK = C/’QTJ = |KLMQ —inscriptibil|. (5)
Observatii:

1). Din: CLK=CAB (3)= LK || A'B"; 2).iar din: C'AB = C’/'@ (4) = A'B'OM —inscriptibil.
Tinand acum seama de “simetria figurii”, au loc i analoagele afirmatiilor din observatiile 1) si 2),
deci: QP|| A'C" (6) si B'C'LP—inscriptibil. (7)



Notand acum cu: 4, B' si cu C’'—masurile unghiurilor A4A'B'C’, din:
B'C'LP —inscriptibil (7) = m(@’) =180° —m(m') =180°-B' =A'+C’
NG R —
LK || 4B = m(C'LK) - m(C'A'B') L

—_—

= n(KLP)=n(CLP)-m(CLK)=(a'vC)-d=C| o o

OP|| AC' (6)= m(B/’Q\P) - m(@') —C'

= |KLPQ —inscriptibil | (8) siin mod analog aratam ca: |KLMN —inscriptibil | 9

In fine, tindnd acum seama de faptul ci, doud cercuri care au 3 puncte comune (distincte), coincid,
din:
KLMQ —inscriptibil (5)
KLPQ —inscriptibil (8)
KLMQ —inscriptibil (5)
KLMN —inscriptibil (9)}

:>lpunctele K,L,M,N, P si Q-suntsase puncte conciclice!| ..

} = OKLMQ = OKLPQ
= OKLPQ = OKLMQ = OKLMN =
= OKLMQ = OKLMN




