Problema 4464 din rev.CRUX, nr.7/2019:

In triunghiul ABC, notim cu k,l si respectiv m—dreptele support ale bisectoarelor
exterioare ale ungiurilor A,B si respectiv C; iar cu: L = pr,(4),K = pr,(B),M = pr,(C),
N =pr (B),P=pr, (A) si Q= pr,(C).Aratati ca punctele K,L,M ,N,P si Q—sunt sase puncte

conciclice. (Borislav Mircheyv si Leonard Giurgiuc)

Fig.1.
SOLUTIE (Mihai Miculita): Notand cu [ —centrul cercului inscris sicu [ ,/,,I —centrele

cercurilor exanscrise triunghiului ABC; iar cu {H,} = BN "CM,{H,} =CON AP si
{H.} = ALNBK (punctele H,,H, si H,—sunt ortocentrele triunghiurilor /,BC, I, AC si respectiv
1.BA) (vfig.),avem: [, I =k,I I, =111 =m siatunci, din:

IB=I1,BLI]
IC=1CL11],

[11,]- este diametru = semidreptele (I,H, si (I,I —sunt izogonale fatd de unghiul 7 1,1, asaca

} = IBI ,C —inscriptibil = Al ,CB — este inscris in cercul ©/BI,C —in care

proictiile punctelor H, e (I,H, si Ce(/,=(1,C, pe laturile unghiului 7,1, sunt patru puncte
conciclice= LMNP —esteinscriptibil < || I L|-|I M |=[I N |-|I,P|. (1)

in mod analog aratim ca:
NPQK —este inscriptibil < || I, N |-|[,P|H [,K|-|1,O|, (2)

st KLMQ —este inscriptibil < || I K |-|1.QHIL|-|I.M]|. (3)




Fig.2.
Notand acum cu X, Y si Z —mijloacele segmentegl(fr [KQ],[LM] sirespectiv [ NP]; iar cu
O — centrul cercului circumscris patrulaterului LMNP, avem (v.Fig.2):
| XK = XQ = x, | YL = YM |= y,|ZN || ZP|= z,| OL |=| OM |=| ON [<| OP | (4)
iar OYJ_LM(z Ialc) si OZ 1 NP(: ]a],,). (5)
Tinand acum seama de relatiile (4), relatia (1) devine:
| LLI- [ IMELN| Pl (1LY |+ L) (LY |- ¥M |)=(11,Z |- ZN|)-(11,Z | +| ZP|) <

(LY +y)- (1LY [-y)=(1Z|-z)-(1Z|+z) | LY -y* S 1,Z] -z°| (1)
In mod analog aritim ca:
|[I,N|-|L,PHILK[1,0|12) < || LZ] -2 JLX [ =X, (2)

LK [LOHEILLI- [ IM|B) & || LX] —x" =LY -y’ (3)
Adunand acum relatiile (1°), (2’) si (3”), membru cu membru obtinem in mod succesiv, ca:

(1LYF = )+(11,2F =2 )+([LX [ =)= (11,2 =2*)+( LX [ =)+ (LY [ =»*) <
S(LXP+ILYP+|LZP) (¥ +y" +2) = (LY [+ LZ] +[LX[)=(x¥ +)* +27) <
SIIXP+|LYP+|LZP=1Y] +|LZ] +|LX[. (6)

Relatia (6), ne arata ca perpendicularele ridicate in punctele X e[1,1.],Y €[1,1.] si Z<€[I 1], pe

laturile corespunzatoare ale A/ /1., sunt concurente (teorema lui Carnot); asa ca {indnd acum
seama de relatiile (5), rezultd ca: OX L 1,1 (= KQ). (7)

In fine, relatiile (4), (5) si (7), ne arata ca dreptele OX, OY si OZ — sunt mediatoarele
segmentelor [KQ],[LM] sirespectiv [ NP]; asa ca punctul O — gasindu-se la intersectia



mediatoarelor a cate 2 laturi ale patrulaterelor inscriptibile NPOK si KLMQ = punctul O — centrul
cercului circumscris celor trei patrulatere LMNP, NPOK si KLMQ; prin urmare avem:

| OL || OM |=| ON |=| OP|=| OK |5 OQ |= |K,L,M,N,P si Q—sunt sase puncte conciclice‘.l
OBSERVATIE: In solutia datd am demonstrat urmatoarea:

Teorema:

Fiind dat un triunghi oarecare I 1,1 si punctele K,Q e [Iblc]; LM e []a]c]; N,Pe [Ialb];
astfel Incat patrulaterele LMNP, NPQOK si KLMQ sunt inscriptibile, atunci punctele K,L,M,N, P
si O —sunt conciclice.




