Problema saptamaéanii 249

Fie ABC' un triunghi. Notam cu H 4 piciorul inaltimii din A a triunghiului ABC
si cu A" mijlocul segmentului [BC]. Notam apoi cu Q4 simetricul lui H4 fata de
A’. Se definesc in mod analog punctele Qp si Qc. In fine, notdm cu R punctul
de intersectie, diferit de () 4, dintre cercurile circumscrise triunghiurilor Q 4QgC' si
QABQc. Demonstrati ca dreptele Q4R si BC' sunt perpendiculare.
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Solutia 1: (David Ghibu)

Evident, perpendicularele ridicate in Hy, Hg si Heo pe laturile triunghiului sunt
concurente (in ortocentrul acestuia), deci, conform teoremei lui Carnot, BH? —
CH?%+CH% — AH} + AH: — BHZ = 0. Dar BHa = CQ 4 si analoagele, astfel ca
relatia precedentd revine la CQ?% — BQ% + AQ% — CQ% + BQ% — AQ% = 0. Con-
form reciprocei teoremei lui Carnot, perpendicularele ridicate in 4, Qp, Q¢ pe
laturile triunghiului sunt concurente intr-un punct R'. Avem atunci R'Q4 L BC si
analoagele, ceea ce arata ca punctele B, Q¢, R, Q) 4 sunt conciclice (se afla pe cercul
de diametru [R'B)) si, la fel, punctele Qp, C, R, Q 4 sunt conciclice (apartin cercu-
lui de diametru [R'C]). Deducem atunci ca R’ este al doilea punct de intersectie
dintre cercurile circumscrise triunghiurilor Q4QgC si Q@ 4BQ¢, adica este de fapt
R. Prin urmare, RQ4 1L BC.

Varianta: Se putea evita teorema lui Carnot si considera direct R’ ca fiind si-
metricul ortocentrului H fata de centrul cercului circumscris, O. Cum H si O
se proiecteaza pe BC in punctele Hy, respectiv A') proiectia lui R’ pe BC va fi
simetricul lui H4 fata de A’, adica Q4. Se continua ca mai sus ...




Solutia 2: (Titu Zvonaru)

Deoarece dreapta R4 este axa radicala a cercurilor circumscrise triunghiurilor
QAQBC si QaBQc, ea este perpendiculara pe linia centrelor celor doua cercuri.
Vom demonsta ca aceasta din urma este paralela cu BC'.

Notam cu M¢ si Mp mijloacele segmentelor [Q4C], respectiv [Q4B], iar cu O¢ si

Op centrele cercurilor circumscrise Q 4Q pC, respectiv Q4 BQ¢.
Avem Q4C = ccos B, QpC = ccos A, QuB = bcosC, QcB = bcos A si atunci

(QAQpB)* = c*(cos* A + cos? B — 2 cos A cos B cos C)
(QaQB)* + (QpC)* — (QAC)* = 2¢? cos A(cos A — cos B cos C)
(QaQc)? + (QcB)? — (QaB)* = 2b? cos A(cos A — cos B cos C)

Deducem ca unghiurile <@ 4QpC' si <Q 4Q¢B sunt fie ambele obtuze, fie ambele
ascutite. Dacd notam v = m(<@QaQpC), obtinem

2¢? cos A(cos A — cos BeosC')  2¢(cos A — cos B cos C')
cosy = = .

2ccos A- QaQp QalQB

Rezulta ca

Ol — QaQp 2c(cos A —cosBcosC)  2c(cos A— cos BeosC)
© C_2sinC’ Q0B - 2sin C )

2b(cos A — cos B cos C
Analog, OpMp = ( Ssin B )

Atunci OpMp = OcM¢, adica OpO¢ || BC, de unde concluzia.

Remarca: O alta proprietate interesanta a configuratiei: dreapta ()4 R trece prin
al doilea punct de intersectie (diferit de A) dintre cercurile circumscrise triunghi-
urilor ABC' i AQpQc. Motivul este faptul ca Oy4, centrul cercului circumscris
triunghiului AQpQc, se afla pe mediatoarea lui [BC]. (Asta se poate ardta ob-
servand ca B si C' au acceagi putere fata de acest cerc, deci sunt egal departate de
centrul acestuia: CQp-CA = AHp - AC = AH¢ - AB = BQ¢ - BA.) Mai mult,
O, este chiar simetricul lui A" fata de O. Ultima afirmatie rezulta din faptul ca
[040] si [OA'] sunt linii mijlocii in triunghiurile RAH, respectiv X AH, unde X
este simetricul lui A fata de O.



Am mai primit solutii de la: David Ghibu, Radu Stoleriu si Emanuel Mazare.

Problem of the week no. 249

Let ABC be a triangle in which H 4 is the foot of the altitude dropped from A and
A" is the midpoint of the line segment [BC|. We denote by Q4 the reflection of
H, over A'. Points Qg and Q)¢ are defined similarly. If R is the intersection point,
other than 4, between the circumcircles of triangles Q@ 4QpC and Q 4 BQ¢, prove
that the lines Q4R and BC' are perpendicular.
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Solution 1: (David Ghibu)

The lines perpendicular at H4, Hg and H¢ to the sides of the triangle are concur-
rent (in the orthocenter) of the triangle, therefore, according to Carnot’ Theorem,
BH%—CHA+CH}—AH}+AHZ—BHZ = 0. But BH4 = CQ 4 and its analogues
transform the previous relation into CQ?% — BQ?% + AQ% — CQ%+ BQ% — AQ% = 0.
By the converse of Carnot’s Theorem, the lines perpendicular at Q 4, @Qg, Q¢ to
the sides of the triangle are concurrent at a point R’. Thus, R'QQ4 L. BC and ana-
logues, which shows that points B, Q¢, R, Q4 are con-cyclic (they all lie on the
circle of diameter [R'B]). Similarly, points @Qp, C, R, Q4 are also con-cyclic (they
belong to the circle of diameter [R'C]). It follows that R’ is the second intersection
point between the circumecircles of triangles Q4QpC and Q4 BQ¢, i.e. R’ coincides
with R. We conclude that RQ 4 1. BC.



Solution 2: (Titu Zvonaru)

The line RQ 4 is the radical axis of the circumcircles of triangles Q2QgC and
QABQ¢, therefore it is perpendicular to the line joining the centers of the two
circles. We prove that the latter is parallel to BC.

Let Mc and Mp de the midpoints of the line segments [Q4C] and [Q4B], re-
spectively, and let Oz and Op be the circumcenters of Q2QpC and Q1BQ¢,
respectively.

We have Q4C = ccos B, QpC = ccos A, QaB = bcosC, Qo B = bcos A, therefore

(QaQp)? = *(cos* A+ cos? B — 2 cos Acos BcosC)
(QAQB)* + (QC)* — (QAC)* = 2¢% cos A(cos A — cos Bcos C)
(QaQc)?* + (QcB)? — (QaB)* = 20 cos A(cos A — cos B cos C)

We deduce that angles <@ 4QpC and <@Q Q¢ B are either both obtuse, or both
acute. If v = <QaQpC, we get
o 2¢? cos A(cos A — cos BeosC)  2¢(cos A — cos B cos C')
f}/ = = .

2ccos A - QaQB Qa@pB

It follows that
QaQp 2c¢(cos A —cosBcosC)  2c¢(cos A— cos BcosC)

O~Mq~ = . _
Y 20 QaQp 2sin C
2 A— B
Similarly, OpMp = b(COS .COS Ccos C) ‘
2sin B

Then OgMp = OcMc, i.e. OgO¢ || BC, and the conclusion.



