Problema saptamaéanii 246

Fie n > 2 un numar natural. Numerele reale aq,as,...,a, sunt din intervalul
[—2,2] g1 au suma nula. Aratati ca

la? + a3+ ... +a’| < 2n.

Cand are loc egalitatea?
Concursul Traian Lalescu, 2019

Solutia 1: Folosim inegalitatiile 23 > 3z — 2, YV > —2 (inegalitate echivalentd
cu (z+2)(x —1)2 > 0) si 2® < 3z + 2, Vo < 2 (inegalitate echivalentd cu
(z — 2)(x + 1)2 < 0). In prima avem egalitate dacd z = 1 sau # = —2, in cea de-a
doua daca x = —1 sau =z = 2.

Scriind pentru fiecare k € {1,2,...,n} cd 3ay — 2 < ai < 3a;, + 2 si adunand
relatiile obtinute ne rezulta

—2n<al+a3+...+a < 2n,

adica inegalitatea din enunt. Egalitatea are loc daca si numai daca avem egali-
tate intr-una sau alta din cele doua inegalitati de mai sus, adica fie atunci cand
ai,as,...,a, € {—2,1}, fie atunci cand ay,as,...,a, € {—1,2}. Este usor de
vazut ca a; +as+...+a, = 0 are loc numai daca 3 | n si, fie o treime din numerele
aj sunt egale cu 2 gi restul egale cu —1, fie o treime din numere sunt egale cu —2,
iar restul egale cu 1.

Solutia 2: (Marius Valentin Dragoi, Mihai Ionut Dragoi, Emanuel Mazare), la
nivel de clasa a IX-a
Fie 1,29, ..., x, € [—m, x| astfel incat a; = 2sinzy. Folosind formula

. 1.
3o == sinay, — Zsm3xk.

4
Z sin 3z,
k=1

sin 3z = 3sinx — 4sin® z, deducem ca sin

Atunci |af + ad + ...+ ad| = |6 sinxy, —2) sin3wy| = 2 < 2.
k=1 k=1

Cazurile de egalitate sunt usor de dedus din conditiile sin3x; = sindzy, = ... =
sin3x,, € {—1,1} gi sinzy +sinxs + ... +sinz, = 0.

Comentariu: Ideea de rezolvare poate fi descoperita studdind cazul de egalitate
si gasind un exemplu in cazul n = 3. De asemenea, cautand o inegalitate de forma
3 > mz +n, Vo € [-2,2], este de asteptat ca ea si revind la ceva de genul
(x+2)(z —t)? > 0, cu un t convenabil. Ori valoarea lui ¢ poate fi aflatd impunand
conditia ca x? si aiba coeficientul 0 in expresia (z + 2)(z — t)? = 23 — mz — n. Se
obtine imediat ¢ = 1. Analog, cautand p,q astfel ca 23 < pr + ¢, Vo € [-2,2],
intuim ci 23 — pr — ¢ = (v — 2)(z — 5)? 5i obtinem imediat s = —1.

Remarca: Inegalitatea din stanga se demonstreaza analog celei din dreapta sau,
alternativ, folosind-o pe cea din dreapta pentru numerele b, = —ay, (care verifica



si ele conditiile din enunt) gi iInmultind apoi inegalitatea obtinuta cu —1.

Am primit solutii de la: David Ghibu, Cezara Danciu, Marius Valentin Dragoi,
Mihai Tonut Dragor si Emanuel Mazare.

Problem of the week no. 246

Let n > 2 be a positive integer. Real numbers aq, as, ..., a, belong to the interval
[—2,2] and have the sum equal to 0. Prove that

la? +a3+... +ad| <2n.
When does equality hold?

Traian Lalescu Contest, 2019

Solution 1: We use that z* > 3z —2, Vo > —2 (it reduces to (z+2)(z —1)* > 0)
and 23 < 3x + 2, Vo < 2 (comes down to (x — 2)(z + 1)? < 0). In the first one,
equality holds for z = 1 and for x = —2, in the second one we have equality if
r=—1lorx=2.
Writing for each k& € {1,2,...,n} that 3a;, — 2 < a? < 3a; + 2 and adding the
inequalities gives

—2n<aj+ay+...+a < 2n,

i.e. the desires inequality. Equality holds if and only if one has equality ei-
ther in the the first or in the second of the two inequalities above, i.e. if ei-
ther ay,as,...,a, € {—=2,1}, or a,as,...,a, € {—1,2}. It is easy to see that
a;+as+...+a, = 0 holds if and only if 3 | n and either one third of the numbers
ay are equal to 2 and the other ones are equal to —1, or one third of the numbers
are equal to —2, while the remaining two thirds are equal to 1.

Solution 2: (Marius Valentin Dragoi, Mihai lonut Dragoi, Emanuel Mazare), not
for juniors
Put zy,xs,...,x, € [—m, 7| such that ay = 2sinxy. From the formula

sindx = 3sinx — 4sin5x, we get sin” xj = 1 sinxy — Zsin 3Ty

Z sin 3z,
k=1

The cases of equality follow easily from the conditions sin3z; = sin3z, = ... =
sin3x,, € {—1,1} and sinzy +sinzy + ... 4+ sinz, = 0.

Thus |a} + a3 + ... +a}] = 6Zsinmk—225in3xk =2 < 2n.
k=1 k=1




