PROBLEME CU MUNTT SI VAI

de ANDREI ECKSTEIN, TIMISOARA

Materialul care urmeaza contine probleme in a caror rezolvare se poate folosi o
aceeasi idee.

I. Probleme rezolvate

1. In fiecare varf al unui poligon regulat cu 2n varfuri este scris un numar intreg
astfel incat numerele scrise in doua varfuri vecine sa difere mereu prin 1. Numerele
care sunt mai mari decat ambii lor vecini se numesc munti, iar cele care sunt mai
mici decat ambii lor vecini se numesc vai. Aratati ca suma muntilor minus suma
vailor este egala cu n.

Hrasko Andrds, Concusul KoMalL, Ungaria, 2000

Solutie. Vom fixa un varf care contine un munte i vom parcurge varfurile
poligonului in sensul acelor de ceasornic. Dupa 2n pasi ne vom intoarce la varful
de la care am pornit. Despre un pas vom spune ca ,,am urcat” daca pasul a fost
facut dintr-un varf cu un numar mai mic intr-un varf cu un numar cu 1 mai mare si
vom spune ca ,,am coborat” daca pasul a fost facut dintr-un varf cu un numar mai
mare intr-un varf cu un numar cu 1 mai mic. Deoarece dupa 2n pasi (de inaltime
egala cu 1 fiecare), ne-am intors la ,,inaltimea” initiala, rezulta ca la n dintre pasi
am urcat si la ceilalti n am coborat. Cum muntii alterneaza cu vaile, avem un
numar egal de munti si vai. Diferenta dintre fiecare munte gi valea urmatoare este
cat se coboara. Suma acestor diferente este asadar n.

2. Fie x1,x9,..., 2y, xy1 € R astfel incat z,11 = 1 si | 21 — 2 | < 1 pentru
n

orice 1 < k < n. Aratati ca Z | T — g | < 2 [g] )
k=1

Solutie. Pornim de la z; si ,,facem pasi” trecand de la xy la z;.;. Dupa n pasi

ne intoarcem de unde am plecat. Spunem despre un pas ca ,,a fost in urcare” daca

Tre1 — T > 08l ,,ca a fost in coborare” daca zp.1 — x, < 0. La pasul k ,,urcam”

sau ,,coboram” | xp 1 — x |. Cum la sfargitul excursei suntem la aceeasi inaltime

ca la inceput, rezulta ca in total urcam la fel de mult cat si coboram. Din n pasi,

n
fie de urcat fie de coborat (cei care sunt mai putini) sunt cel mult [5] pasi, deci,
n
cum fiecare pas este cel mult 1, facem cel mult [5] in directia, sus sau jos, in care

facem mai putini pasi. Facem exact la fel de mult si in celalalt sens, deci in total,

suma variatiilor de nivel este cel mult 2 [g} :



3.1 Pe o circumferinta se scriu 2003 numere cu proprietatea ca modulul diferentei
oricaror doua numere vecine este constant. Sa se arate ca toate numerele sunt egale.

Solutie. Presupunem ca nu toate numerele sunt egale. Atunci modulul diferentei
dintre doua numere vecine este m > 0. Pornim de la un numar si facem ,,pasi”
pe cerc. Dupa 2003 pasi se intoarcem de unde am plecat. Cum toti pasii au
aceeagi marime, m, numarul de pasi facuti in sus trebuie sa fie egal cu numarul de
pasi facuti in jos, contradictie cu faptul ca numarul total al pagilor este 2003, impar.

4. Se dau n numere 1, xg, ..., x, € {—1,1} astfel incat x1x9 +vox3+ ... + Tp_12, +
rprp = 0. Aratati ca n este divizibil cu 4.

Solutie. Diferenta dintre doua numere vecine este —2, 0 sau 2. Relatia data
ne spune ca n este par si ca exact jumatate din termenii sumei sunt —1. Asta
inseamna ca in trecerea de la un varf la cel urmator in exact n/2 treceri facem pasi
nenuli, adica de lungime 2 in sus sau de lungime 2 in jos. Deoarece la sfargit ne
intoarcem la ,,inaltimea” initiala, numarul de pagi in sus este egal cu numarul de
pasi in jos, deci n/2 este par.

5. Fien > 2si z1,29,...,x, € Z astfel incat
|21 — xo| + X2 — 23] + ...+ |Tp1 — | + |2 — 21| < 20— 3.
Aratati ca cel putin doua dintre numere sunt egale.

Adrian Zahariuc

Solutie: Sa presupunem ca numerele sunt distincte. Datorita simetriei circu-

lare putem presupune ca ;7 = min x; si fie x; = max ;. Numerele fiind
ke{l,...,n} ke{l,...,n}

distincte, avem cd x; — 1 > n — 1. Vizualizand suma din enunt, din nou ca fi-
ind distanta totala urcata4-coborata in drumul circular de la valea cea mai joasa
la muntele cel mai inalt si Inapoi, adica de la altitudinea x; la altitudinea z; si
inapoi, drumul total parcurs are diferenta totald de nivel cel putin 2(z; — z1) >
2n—2 > 2n—3, deci suma din enunt, nu poate fi 2n—3 daca numerele sunt distincte.

11. Probleme propuse

In incheiere va invitam sa incercati sa rezolvati problemele de mai jos folosind ar-
gumente similare.

Ldin cartea L. Panaitopol, D. Serbinescu — Probleme de Teoria numerelor si combinatoricd
pentru juniori, Editura GIL, 2003; o generalizare, cu 2003 Inlocuit cu 2n + 1, a aparut in GM-B,
nr. 10/2012, pb. 14401, semnata George Stoica, Canada



6. Pe un cerc sunt scrise n numere astfel ca, parcurgand cercul in sensul acelor
de ceasornic, fiecare numar sa fie cu 1 mai mare mare sau cu 2 mai mic decat
precedentul. Demonstrati ca n este divizibil cu 3.

Andrei Eckstein

7. Pe un cerc se scriu 2013 numere naturale nenule distincte. Este posibil ca, in
fiecare pereche de numere vecine, daca impartim numarul mai mare la numarul
mai mic sa obtinem mereu un numar prim?

8. Fie z1,x9,...,2, (n > 2) numere reale din intervalul [1,2]. Demonstrati ca
2
|1 — To| + |22 — 3| + .. 4 |z — 21| g(xl—I—xg—i-...—i-xn)

si ca egalitatea are loc daca gi numai daca n este par i (z1, 2, ..., 2,) = (1,2,...,1,2)
sau (xq,x9, ..., o) = (2,1,...,2,1).

test antrenament EGMO, Italia, 2021
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