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§1 Solutii

Problema 1
Pentru fiecare numar pozitiv intreg n notam cu S(n) suma cifrelor lui n. Spunem ca n are
proprietatea P daca elementele secventei infinite n, S(n), S(S(n)), .... sunt toate numere

pare si spunem despre un numar n ca are proprietatea I daca toate elementele din secventa
sunt impare. Demonstrati ca pentru numerele intregi n € {1, 2,3, ...,2021} sunt mai multe
numere n cu proprietatea I decat cu proprietatea P.

IberoAmerican - 2017

Demonstratie.
Notdm cu Si(n) = S(S(S...(S(n)...)) . Dacd n este numar par atunci n nu are ultima cifra 9 de

k ori
unde obtinem S(n+1) = S(n)+1. Vom demonstra prin inductie dupa k ca Sp(n+1) = Si(n)+1

pentru fiecare numar n cu proprietatea P. Pasul initial: k=1

Daca n este numar par atunci S(n+ 1) = S(n) + 1.

Pasul inductiv: presupunem propozitia adevarata pentru k£ si vom demonstra ca este adevarata
pentru £ + 1.

Sk+1(n—|—1) = S(Sk(n+1)) = S(Sk(n)—l—l) = S(Sk(n))—i-l = Sk+1(n)—|—1 — Sk(n—I-l) = Sk(n)—l—l
oricare ar fi numarul £ € N pentru un n fixat cu proprietatea P. Deci, daca n are proprietatea
P, atunci n + 1 are proprietatea I. Formam perechile (2k, 2k + 1) pentru k € {1,2,--- ,1010}.
Daca 2k are proprietatea P atunci 2k + 1 are proprietatea I. Asadar, pentru o astfel de pereche
daca numarul par are proprietatea P atunci si numarul impar din pereche are proprietatea I.
Este posibil ca pentru anumite valori numarul impar sa aiba proprietatea I fara ca numarul par
din perechea corespunzatoare sa aiba proprietatea P. Dar numarul 1 nu face parte din nicio
pereche si are proprietatea I. Prin urmare numarul numerelor cu proprietatea I este strict mai
mare decat numarul numerelor cu proprietatea P.

Barem:

« Enunta ca pentru numerele pare are loc S(n+1)=S(n)+1 ... ... ... 1p

« Demonstreaza prin inductie (sau prin oricare alta metoda) ca pentru n numar par

are loc Sp(n+ 1) = Sk(n) 4 Lo oo 4p
o Enunta ca in orice pereche de numere consecutive (2k, 2k + 1) in care 2k are
proprietatea P atunci si 2k + 1 are proprietatea I. ... ... ... ... ... ... i 2p
[
Problema 2

Fie I centrul cercului inscris in AABC. Stim ca perimetrul triunghiului AABC' este egal cu
25, iar AC' = 10. Un cerc care trece prin punctele I si B intersecteaza prelungirea laturii AB
in punctul M si segmentul (BC') in punctul N, astfel incat B € (AM). Care este valoarea
diferentei BN — BM?

Demonstratie.
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Fie K simetricul punctului N fata de dreapta CI. Evident, K € (AC) si CI este mediatoarea
segmentului N K). Triunghiurile ACNK si AIK N sunt isoscele de baza (KN) = ZCKN =
ZCNK si ZIKN = ZINK. Din aceste congruente obtinem si ca ZINB = ZIKA. Pe de
alta parte punctele M, B, I, N sunt conciclice de unde rezulta ca ZINB = ZIMB. Pentru
ca (Al este bisectoarea unghiului /BAC — ZMAI = ZKAI. Am obtinut astfel ca
AMAI = AKAI = AM = AK. Astfel, BN — BM = BC — CN — (AM — AB) =
BC+ AB -CK — AK = AB + BC + AC —2AC = 25— 20 =5.

Barem:
o Construieste simetricul punctului N fata de C'I ... ... .. ... ... ... 2p
o Demonstreaza ca AM = AK ... 3p
o Exprima diferenta BN — BM in functie de laturile trinughiului AABC. ... ...... ... 2p
O
Problema 3

Fie a,b,c > 0. Aratati ca

b b b
(24245 v12>3 ¢a+8%w/+ﬁc+¢c+w .
b ¢ «a c a b

Profesor Mihaela Berindeanu

Demonstratie.
Se aplica de trei ori inegalitatea mediilor.

a 8 9 a+8 9b (a+8b)-9b
S = o> T
b b c b c be
b b
O LY (1)
b c c
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Analog
b b
LI (2)
C a a
c 9a c+ 8a
e >
— 8+ =6 — (3)

Adunam relatiile (1)+(2)+(3) si obtinem

10 g+§+g U6 \/a+8b+\/b+80+\/c+8a
b ¢ «a c a b

Dupa simplificarea cu 2 se obtine inegalitatea din enunt.
Egalitatea se atinge pentru a =b =c¢

Barem:
o Aplica metoda SPArZETil ... ..ottt e 1p
o Aplica inegalitatea mediilor ... ... . 5p
o Finalizeaza ... ... o 1p
[
Problema 4

Fie n > 3 un numar natural. Fiecare din numerele naturale de la 1 la 2n se coloreaza cu
rosu sau cu albastru, jumatate din ele trebuind sa fie rosii, iar cealalta jumatate albastre.
Apoi se considera k, numarul numerelor naturale care se pot scrie ca suma dintre un numar
rosu si unul albastru. Aflati cea mai mare valoare posibila a lui k.

Demonstratie.

Raspunsul este 4n — 5. Cu numerele date, sunt posibile sume de la 3 la 4n — 1, adica 4n — 3
sume. Presupunem ca s-ar putea obtine mai multe, adica cel mult una dintre sumele posibile nu
se obtine. Daca ea este mare (> 2n + 1), atunci, pentru a se obtine toate sumele de la 3 la 2n
trebuie ca 1 sa fie de o culoare, iar numerele 2,3,...,2n — 1 sa fie de cealalta culoare. (Daca 1
si 2 sunt de aceeasi culoare, nu obtinem suma 3. Daca j > 1 este cel mai mic numar care are
culoarea lui 1, nu putem obtine suma j + 1.) Dar atunci avem deja 2n — 2 > n numere de o
anumita culoare. La fel, daca s-ar obtine toate sumele de la 2n 42 la 4n — 1, atunci 2n si 2n — 1
trebuie sa aiba culori diferite, iar daca j este cel mai mare numar care este mai mic decat 2n si
are aceeasi culoare cu acesta, atunci j = 1, altminteri suma 2n 4 7 nu se obtine. Din nou, am
ajuns la o contradictie. Asadar, se pot obtine cel mult 4n — 5 sume.

Un exemplu de colorare care produce 4n — 5 sume:

Coloram cu rosu numerele 2,3,...,n,2n si cu albastru celelalte. Obtinem sumele (primul
termen este rosu, al doilea albastru): 2+ 1,3+ 1,...,n + 1, nu il obtinem pe n + 2, apoi
24+ (n+1),3+(n+1),...,n+(n+1),n+n+2),n+(n+3),...,n+ (2n — 1), nu il obtinem
pe 3n, apoi 2n+ (n+1),2n+ (n+2),...,2n+ (2n — 1).

Un alt exemplu de colorare:

Coloram cu rosu numerele pare, cu albastru cele impare, apoi schimbam culoarea numerelor 1 si
2n. Obtinem sumele impare: 3+2,5+2,...,2n—1)+2,2n—1)+4, ...,2n—1)+ (2n — 2)
(nu obtin 3 si 4n — 1). Obtinem toate sumele pare: 3+ 1,5+ 1,...,(2n—1)+1,2n+2,2n +
4,...,2n+ (2n — 2)
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Barem:
o Demonstreaza ca cel putin doua numere nu se pot obtine .............. ... ... ... ... 4p
o Construieste un exemplu ... ... 3p

Timp de lucru: 240 de minute.

Pentru fiecare problema se acorda maxim 7 puncte.

Nu este permisa utilizarea calculatorului sau a oricarui alt instrument, cu exceptia riglei si a
compasului.
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