Problema saptamanii 236

Ne propunem sa plasam dominouri pe o tabla de sah n x n astfel incat fiecare
domino sa acopere exact doua dintre patratelele unitate ale tablei, sa nu se supra-
puna si sa lase neacoperit exact un patratel unitate de pe fiecare linie si fiecare
coloana a tablei. Pentru care valori n > 2 putem plasa dominourile?
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Puteti consulta solutia din Cruz Mathematicorum aici.

Solutia 1: (Ana Duguleanu)

Vom demonstra ca numerele n cautate sunt cele care dau restul 0 sau 1 la impartirea
cu 4. Mai intai vom arata ca daca 4 = 0,1 (mod 4), atunci putem plasa dominouri
astfel Incat sa ramana exact un patratel neacoperit pe fiecare linie si pe fiecare
coloana.

Pentru n = 4 putem ageza dominourile ca mai jos.

AN

Pentru n = 4k, Impartim tabla in k2 patrate 4 x 4. In patratele 4 x 4 situate pe una
din diagonale plasam cate 6 dominouri, ca in figura de mai sus. Celelalte patrate
4 x 4 le pavam cu cate 8 dominouri.

Pentru n = 4k + 1 procedam in felul urmator: impartim patratul intr-un patrat
4k x 4k situat in coltul din stanga sus, un patrat 1 x 1 in coltul din dreapta jos
si doua dreptunghiuri 1 x 4k. In patratul 4k x 4k plasam dominouri astfel incat
pe fiecare linie si fiecare coloana sa ramana exact un patratel necompletat. Drep-
tunghiurile 1 x 4k le pavam cu dominouri, iar patratul din coltul din dreapta jos
ramane gol. Astfel, pe fiecare linie si coloana a tablei n X n vom avea exact un
patrat unitate neacoperit.

In continuare aritim ci daci n = 2,3 (mod 4), nu se pot plasa dominourile
ca in enunt. Numerotam liniile gi coloanele, in ordine, de la 1 la n. Fiecare
patrat unitate va avea doua coordonate, 7, numarul liniei, si j, numarul coloanei
pe care se afla, 7,5 € {1,2,...,n}. Suma coordonatelor tuturor patratelor este
n(l+2+4...4n)+n(l+2+...4n) =n*(n+1), adici un numar par. Suma co-
ordonatelor patratelelor eliminate este (avem céate unul pe fiecare linie si coloanal)
1+2+...+n+14+2+...4+n =n(n+ 1), tot un numar par. Atunci suma
coordonatelor patratelelor acoperite cu dominouri este tot un numar par. Dar
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suma coordonatelor celor doua patratele acoperite de un domino este mereu im-
para (daca dominoul este plasat orizontal, pe linia ¢ gi coloanele j si j + 1, suma
coordonatelor este 2i 4+ 2j + 1; analog daca dominoul este plasat vertical). Pentru

ca suma coordonatelor dominourilor sa fie para, avem nevoie sa plasam un numar

n(n—1)

par de dominouri. Insa avem de acoperit n? — n patrate, cu dominouri,

n(n—1
iar % este numar par numai pentru n = 0,1 (mod 4). Asadar, plasarea

convenabila a dominourilor este posibila numai in aceste cazuri.

Solutia 2: (Radu Serban)
Ca mai sus, se arata ca in cazurile n = 0 (mod 4) si n = 1 (mod 4) se pot ageza
convenabil dominourile.

Daca n = 4k + 2, coloram tabla pe benzi verticale. Jumatate din numarul total de
patratele devin astfel negre, jumatate raman albe. Dintre cele 4k + 2 patratele care
nu vor fi acoperite de dominouri, 2k + 1 se afla coloane negre, 2k + 1 pe coloane
albe. Orice domino plasat orizontal acopera in mod egal patratele albe si negre
(cate unul). Asadar, suprafata neagra acoperita in total de dominourile plasate
vertical trebuie sa fie egala cu suprafata alba acoperita in total de dominourile
plasate vertical. Deducem ca numarul total de dominouri plasate vertical trebuie
sa fie par.

Colorand acum tabla pe benzi orizontale deducem in mod analog ca numarul domi-
nourilor plasate orizontal trebuie sa fie si el par. Asadar, numaéarul total de domi-

nouri trebuie sa fie par. Dar acesta este @ = (2k+1)(4k + 1), adica impar.
Daca n = 4k + 3, coloram tabla pe benzi verticale. Vom avea (2k + 1)(4k + 3)
patratele albe si (2k + 2)(4k + 3) patratele negre. Dintre cele 4k + 3 patratele
care nu vor fi acoperite de dominouri, 2k + 2 se afla coloane negre, 2k + 1 pe
coloane albe. Agadar, dominourile trebuie sa acopere (2k + 1)(4k + 2) patrate albe
si (2k + 2)(4k + 2) patrate negre. Orice domino plasat orizontal acopera in mod
egal patratele albe si negre (cate unul). Asadar diferenta dintre suprafata neagra
acoperita 1n total de dominourile plasate vertical si suprafata alba acoperita in to-
tal de dominourile plasate vertical este (2k +2)(4k+2) — (2k+1)(4dk+2) = 4k +2.
Deducem ca numarul total de dominouri plasate vertical pe benzile negre trebuie
sa fie cu 2n + 1 mai mare decat numarul dominourilor plasate vertical pe coloanele
albe. Conchidem ca numarul total de dominouri verticale trebuie sa fie impar.

Colorand acum tabla pe benzi orizontale deducem in mod analog ca numarul domi-
nourilor plasate orizontal trebuie sa fie si el impar. Asadar, numarul total de domi-

-1
nouri trebuie sa fie par. Dar acesta este % = (4k +3)(2k + 1), adica impar.

Am primit solutii de la: Emanuel Mazare, Ana Duguleanu si Radu Serban.



Problem of the week no. 236

We want to place dominoes on an n xn board such that each domino covers exactly
two unit squares of the board, dominoes don’t overlap and they leave exactly one
unit square uncovered on each row and each column. For which values of n > 2 is

this possible?
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For the solution posted in Cruz Mathematicorum, see here.
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