BARAJELE OBMJ, 24-26 august 2020

BARAJUL 1

Problema BJ1. Fie triunghiul ABC cu ortocentrul H. Fie h,, h,, h, lungimile inaltimilor
duse din varfurile A, B si, respectiv C, iar p semiperimetrul triunghiului ABC. Se stie ca

2
AH-h,+BH-h +CH -h = 3 p?. Aritati ci triunghiul ABC este echilateral.

Problema BJ2. Numerele reale pozitive a, b, ¢ satisfac egalitatea a+b+c=1.
Demonstrati identitatea:

\/(a+bc)(b+ca) +\/(b+ca)(c+ab) . |c+ab)a+he) _,
c+ab a+bc b+ca a

Problema BJ3. Fie un poligon regulat cu n laturi si cu centrul O. Determinati cel mai mare
numar posibil de varfuri k (K > 3), care pot fi colorate in culoare verde, astfel incat punctul O
sa se afle strict in exteriorul oricarui triunghi cu toate varfurile colorate, in cazurile cand:

a) n = 2019; b) n = 2020.

Problema BJ4. a) Numarul natural n se numeste K-pdtrat daca el poate fi reprezentat ca
suma a K patrate perfecte nenule.

a) Aratati ca numarul 2020 este 2-patrat, 3-patrat si 4-patrat.

b) Determinati toate completele de numere naturale nenule (a, b, ¢, d, e) (a <b <c <d < e),
care verifica simultan conditiile: toate numerele e—2, e, e+4 sunt prime si

a’+b?+c?+d?+e? =2020.

BARAJUL 2

Problema BJ5. Fie numerele A=1%2%3%...100%° si B=1%2"3%....100%°, unde
a,beN,a+b =101-i, (i=12,...,100). Aflati ultimele 1124 de cifre ale produsului
P=A-B.

Problema BJ6. Cercul inscris in triunghiul ABC atinge latura AB in punctul D. Cercul inscris
in triunghiul ADC atinge laturile AD si AC in punctele P si, respectiv Q. Cercul inscris in
triunghiul BDC atinge laturile BC si BD in punctele M si, respectiv N. Demonstrati ca
patrulaterul PQMN este inscriptibil.

Problema BJ7. Pe tabla sunt scrise n numere naturale distincte. O procedura inseamna
urmatoarele operatii: se aleg doud numere dintre cele scrise pe tabla, ele se sterg, iar in locul
lor se scriu doud numere care se obtin daca la unul dintre numerele sterse se adauga 1, iar din
altul se scade 1. Determinati cea mai mica valoare posibila a diferentei dintre cel mai mare si
cel mai mic numar dintre cele ce sunt scrise pe tabla dupa efectuarea unor astfel de proceduri.



Problema BJ8. Aflati toate perechile de numere reale (a,b), pentru care cel mai mare dintre
a—-1

numerele x =b? — siy=a®+ % nu depaseste numarul % .

BARAJUL 3

Problema BJ9. Gasiti toate numerele reale X care verifica ecuatia: X —3{X}—{3{x}}=0
(aici {a} reprezinta partea fractionard a numarului a).

Problema BJ10. Aflati toate perechile (p, q) de numere prime p si g, pentru care numerele
P+ si p+4q sunt simultan patrate perfecte.

Problema BJ11. Fie triunghiul ascutitunghic ABC. Bisectoarea unghiului ACB intersecteaza
latura AB in punctul D. Cercul circumscris triunghiului ADC intersecteaza latura BC in
punctele distincte C si E. Dreapta, dusa prin varful B paralel la dreapta AE, intersecteaza
dreapta CD in punctul F. Demonstrati ca triunghiul AFB este isoscel.

Problema BJ12. Determinati toate numere naturale nenule n pentru care exista in sir finit de
numere naturale A=(a;,a,,...,a,) astfel incat pentru orice k (1<k <n) numarul a, este
numarul tuturor multiplilor numarului K in sirul A.



BARAJELE OBMJ 2020, 24-26 august 2020
SOLUTII

BARAJUL 1

Problema BJ1. Fie triunghiul ABC cu ortocentrul H. Fie h,, h,, h, lungimile
indltimilor duse din varfurile A, B si, respectiv C, iar p semiperimetrul triunghiului ABC. Se

2 :
stiecd AH-h,+BH -h,+CH -h, = 3 p?. Aritati ci triunghiul ABC este echilateral.

Rezolvare. Fie triunghiul ABC in care

BC =a, CA=b, AB=c, AM L BC, AM =h,, Cﬂ
BN LCA, BN =h, CP L AB, CP=h, . Din aseménarea /1
triunghiurilor dreptunghice CPB si CMH rezulta relatia (vezi N M
Fig. BJ1) 2:E<:>CH-hC=a-CM . Din /

CM CH
AM? =b®> —CM? =¢* —(a—CM)? obtinem A 1 B

2a-CM =a’ +b”* —c® < a-CM =(a” +b* —c?)/2. Astfel,
CH-h, =(a®+b*-c?)/2.
Analogic, BH -h, =(a® +¢*-b?)/2, AH -h, = (b* +c* —a®)/2. Avem

2 2 2
AH -h, +BH -h, +CH .h, =& T2 +C

Astfel,
a’+b*+c® (a+b+c)?
2 6
(a—b)*+(b-c)*+(c-a)*=0 < a=b=c.
In concluzie , triunghiul ABC este echilateral. ]

< 3-(@°+b*+c’)=(a+b+c)’ <

Problema BJ2. Numerele reale pozitive a, b, c satisfac egalitatea a+b+c=1.
Demonstrati identitatea:

\/(a+bc)(b+ca)+ \/(b+ca)(c+ab)+ (c+ab)(a+bc) _,
c+ab a+hc b+ca -

Rezolvare. Cum a+b+c=1, avem
a+bc=a-(a+b+c)+bc=a’+ab+ac+bc=a(a+b)+c(a+b)=(a+b)c+a),
b+ca=b-(a+b+c)+ca=ab+b*+bc+ca=b(a+b)+c(a+b)=(a+b)(b+c),
c+ab=c-(a+b+c)+ab=ac+bc+c*+ab=a(b+c)+c(b+c)=(b+c)c+a).

Expresiile de sub semnele radicalilor din identitatea ceruta se transforma astfel:

(a+bc)(b+ca) _ (@a+b)’(b+c)(c+a) _(a+b)?,
c+ab (b+c)(c+a)




(b+ca)(c+ab) (b+ c)’(a+b)(c+a) _ (b+0)?

a-+bc (a+b)(c+a)
(c+ab)(a+hc) (c+ a)’(a+b)(b+c) _(c+a).
b+ca (a+b)(b+c)

In final, obtinem

\/(a+bc)(b+ca) +\/(b+ca)(c+ab) . |(c+ab)(a+be) _
c+ab a-+bc b+ca -

\/(a+b)2 +\/(b+c)2 +\/(C+a)2 _

|a+b|+|b+c|+|c+a|=a+b+b+c+c+a=2-(a+b+c)=2. [J

Problema BJ3. Fie un poligon regulat cu n laturi si cu centrul O. Determinati cel mai
mare numdr posibil de varfuri k (k >3), care pot fi colorate in culoare verde, astfel incat

punctul O sa se afle strict in exteriorul oricarui triunghi cu toate varfurile colorate, in cazurile
cand: a) n = 2019; b) n = 2020.

Rezolvare. Solutia prezentata este valabila pentru ambele cazuri, a) si b).

Evident, ca daca toate punctele colorate se afla pe un semicerc, insd cu cel mult un
punct colorat pe diametrul semicercului, atunci o astfel de colorare a varfurilor poligonului,
verifica conditiile din enunt.

Pentru n = 2020 se observa lesne ca din oricare pereche de puncte (Ai, Ai+1010) (i = 1,
..., 1010) pot fi colorate cel mult un punct (daca ar fi colorate ambele puncte, atunci punctul O
ar apartine diametrului AjAi+1010 $i ar apartine oricdrui triunghi cu trei varfuri colorate
AiAi+1010Aj, contradictie). Deci, k <1010, iar valoarea maxima k =1010 se realizeaza daca
ludm, de exemplu, 1010 varfuri consecutive ale poligonului.

Solutia prezentata [n continuare este valabila pentru ambele cazuri, a) si b).

Presupunem ca sunt colorate k varfuri ale poligonului regulat si punctul O se afla in
exteriorul oricarui triunghi cu varfurile In puncte colorate. Vom arata ca toate punctele
colorate se afla pe un semicerc, insa cu cel mult un punct colorat pe diametrul semicercului.

Luam un varf arbitrar A dintre cele colorate si ducem diametrul AA;. Dacé n este un
numar impar, atunci A1 nu este varf al poligonului, iar daca n este par, atunci Az este un varf al
poligonului care nu este colorat (in caz contrar O ar apartine conturului unui triunghi AA:A; cu
toate varfurile colorate, contradictie). Pe fiecare dintre cele doua semicercuri AA; se contin,
fara varfurile de pe diametru, exact cate 1009 varfuri ale poligonului (atat pentru n =2019, cat
si pentru n = 2020).

Sunt posibile doua cazuri.

1) Daca unul dintre semicercurile AA; contine doar un singur varf colorat A, atunci
toate varfurile colorate se afla pe celalalt semicerc si numarul lor (impreuna cu A) este
k <1010 (atat pentru n =2019, cat si pentru n = 2020).

2) Presupunem ca pe fiecare semicerc AA; exista cel putin cate un punct colorat diferit
A. Alegem pe fiecare semicerc cel mai indepartat fata de A punct colorat, fie varfurile B si C.
Ducem diametrul BB1. Din aceleasi considerente punctul By nu este colorat. Punctele A si C se
afld pe unul si acelasi semicerc BB; (in caz contrar, punctul O ar apartine triunghiului ABC cu
varfurile colorate, contradictie). Rezulta ca toate punctele colorate se afla pe arcul BAB: de pe
acelasi semicerc cu doar un punct colorat B pe diametrul BB1. Rezultd ca si in acest caz
k <1010 (atat pentru n = 2019, cat si pentru n = 2020).



Atat pentru n = 2019, cat si pentru n = 2020 se pot colora exact k =1010 varfuri, de
exemplu, 1010 varfuri consecutive ale poligonului. Astfel, pentru ambele cazuri a) si b) avem
k =1010.

< . . n+1| .
Problema are raspuns pentru n arbitrar, si anume pentru n>5 avem K = — | iar

pentru N <5 nu exista astfel de k. [

Problema BJ4. Numarul natural n se numeste k-pdatrat daca el poate fi reprezentat ca
suma a K patrate perfecte nenule.
a) Aratati ca numarul 2020 este 2-patrat, 3-patrat si 4-patrat.
b) Determinati toate completele de numere naturale nenule (a, b, ¢, d, e) (a <b <c <d < e),
care verifica simultan conditiile: toate numerele e—2, €, e+4 sunt prime si

a’+b?+c?+d?+e? =2020.

Rezolvare. a) Daci xeZ, atunci x*eM, sau x* €M, +1. Cum 2020 M,
rezultd ci daca X°+y*=2020, atunci x=2n, y=2m, m;neN" si m®+n®=505.
Rezulti ca m* e M, ,iar n> e M, +1. Avem

m® =144, n® =361 =x=238, y =24, 38% +24° = 2020.

Daci 2020 = p® +q° +r?, atunci p%, g’ r’eM,. Daci
p=2u, g=2v, r=2w, atunci u®+v?+w’=505. Cum 505 M, +1, rezulti ci
u’,v’eM,, wweM,+1. Avem u=18v=10, w=9 = p=36, q=20, r=18.
Astfel, 2020 = 36% + 202 +182.

Deoarece 20° =16° +12° =2020 =36° +18° +16° +12°. Exista si alte solutii in

acest caz. De exemplu, 2020 =177 +19% +23% +29%, unde 17, 19, 23, 29 sunt 4 numere
prime consecutive.

b) Avem 2020=a’+b”* +c*+d*+e” <5e’. Cum e este numir prim, obtinem
ee{23 29, 31, 37, 41, 43}. Cum e—2, e, e+4 sunt prime, rezultd cd e =43. Atunci
a’+b?+c®+d? =171 (»).

Pentru d = 13 sau d = 12 nu existd numere naturale a,b,C care satisfac egalitatea (*).

Pentrud=11existaa=3,b=4,c=5.

Pentru d = 9 exista doua complete de numerea=1,b=5c=8sia=4,b=5c=7.

Pentru d < 8 nu existd numere naturale a,b,C.

Astfel, in total existd trei complete pentru (a,b,c,d,e): (3, 4, 5, 11, 43), (1, 5, 8, 9,
43)si(4,5,7,9,43), care verificd enuntul b) al problemei. [



BARAJUL 2

Problema BJ5. Fie numerele A=1%2%3% . .100%" si B=1%2"3%. . .100%",
unde a,beN,a +b =101-i, (i=12,.,100). Aflati ultimele 1124 de cifre ale
produsului P =A-B.

Rezolvare. Pentru produsul P = A-B avem
P =18 .2%"™ . .100%0 e =110.2%. | .99?.100" =2 -5” .C,
unde C este impar si nedivizibil la 5. Cum «, S € N, a > [f, ramane sa calculam
exponentul f.

Evidentiem in produsul P puterile multiplilor lui 5:
5% 10° 15% ..., 95° 100 In fiecare putere evidentiata obtinem o putere a lui 5 la
exponentul respectiv, astfel incat in produsul P vor exista cel putin 760 de 5, deoarece
1+
B =1+6+...+86+91+96= 96-20=970.

Evidentiem in produsul P puterile multiplilor lui 25: 257 50 75%¢ 100 in
fiecare putere evidentiata obtinem inca o putere a lui 5 la exponentul respectiv, astfel incat in
produsul P vor exista inca 154 de 5, deoarece f, =1+26+51+76=154. Avem

L=+, =970+154 =1124. Astfel, produsul
P=A.B=2'"%".5!1. 201124, C —10™*. 2 M24.C. Deci, ultimele 1124 de cifre ale
produsului P sunt zerouri. []

Problema BJ6. Cercul inscris in triunghiul ABC atinge latura AB in punctul D. Cercul
inscris in triunghiul ADC atinge laturile AD si AC in punctele P si, respectiv Q. Cercul inscris
in triunghiul BDC atinge laturile BC si BD in punctele M si, respectiv N. Demonstrati ca
patrulaterul PQMN este inscriptibil.

Rezolvare. Cercurile inscrise in triunghiurile ADC si BDC
ating latura CD 1n acelasi punct E, deoarece conform
proprietatilor tangentelor duse la un cerc dintr-un punct exterior
cercului, avem (vezi figura BJ6) CQ =CE =CM. Analogic,

AP = AQ, BM = BN . Cum triunghiurile APQ, BMN si CMQ
sunt isoscele, rezulta ca
m(£LAPQ) =90° —m(£A)/ 2, m(£DPQ) =90° + m(LA)/ 2,
m(£BMN) =90° —m(«£B)/2, m(LCMN) =90° + m(«£B)/2,
m(£ZCMQ) =90° —m(£C)/2, m(«BMQ) =90° + m(LC)/2.
Atunci obtinem relatiile

m(ZQMN) =m(~ZBMQ-m(«BMN)=90° +m(~£C)/2-90° +m(«/B)/2=

(M(£C)+m(B))/2=(180° —m(LA))/2 = 90° —m(LA)/2.
m(ZQMN) +m(£DPQ) =90° —m(LA)/2+90° + m(LA)/ 2=180°
Rezulta, ca patrulaterul PQMN este inscriptibil. []




Problema BJ7. Pe tabla sunt scrise N numere naturale distincte. O procedura inseamna
urmatoarele operatii: se aleg doud numere dintre cele scrise pe tabla, ele se sterg, iar in locul
lor se scriu doud numere care se obtin daca la unul dintre numerele sterse se adauga 1, iar din
altul se scade 1. Determinati cea mai mica valoare posibila a diferentei dintre cel mai mare si
cel mai mic numar dintre cele ce sunt scrise pe tabla dupa efectuarea unor astfel de proceduri.

Rezolvare. Notam numerele scrise initial pe tabld cu &, a,,...,a,, iar media aritmetica

alor cum, adica a, +a,,+...+a, =mn.

Observam ca in urma oricarei proceduri suma numerelor scrise pe tabla ramane
neschimbata, adica mn, de asemenea nu se schimba media lor aritmetica.

Fixam termenul an. Alegem consecutiv perechile (a;,a,). Efectuam de fiecare data

numarul necesar de proceduri pentru a obtine din termenul @ numarul [m] (partea intreagd a
numarului m). In final vom obtine sirul finit de numere [m],[m],...,[m],a,, unde
a, =mn—(n—1)-[m]. Mentiondm ci acest sir contine n —1 numere egale cu [m].

Avem douad cazuri.

1) Media aritmeticd m este un numar intreg, adici [m]=m. Atunci & =m. In acest
caz obtinem toate numerele egale intre ele si diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic

numar este 0.

2) Media aritmetici m nu este un numar intreg, adicdi [m]<m. Atunci
a,=[m]+n-{m}>m, unde {m} este partea fractionard a numairului m. Mentionim ca
n-{m} este un numar intreg. Ludm consecutiv perechea formata din unul dintre numerele [m]
st ultimul (care este si cel mai mare) numar din sir, la primul numar adundm 1, iar din al
doilea scadem 1. Aplicim procedura de [n-{m}]—1 ori (putem efectua aceste proceduri
deoarece se vor utiliza mai putin de n—1 numere de [m]). in final, ultimul numar din sir va fi
egal cu

[m]+n-{m}—[n-{m}]+1=[m]+1
(deoarece termenul al doilea si al treilea din suma sunt numere Intregi si, deci, sunt egale). Ca
rezultat, toate numerele din sir vor fi egale sau cu [m] sau cu [m]+1, si vom avea numere de
ambele valori. In acest caz diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic numir este 1. Aceasti
diferenta nu poate fi facuta zero, deoarece media aritmetica m nu este un numar intreg.

Astfel, dacd media aritmeticd a numerelor initiale de pe tabld este un numar intreg,
atunci cea mai micd diferenta posibild dintre cel mai mare si cel mai mic numadr, care poate fi
obtinuta, este 0. Daca media aritmeticd a numerelor initiale nu este un numar intreg, atunci
cea mai mica diferenta posibila dintre cel mai mare si cel mai mic numar, care poate fi
obtinutd, este 1. [

Problema BJ8. Aflati toate perechile de numere reale (a,b), pentru care cel mai
-1

mare dintre numerele x = b2 — 2 si y=a®+ % nu depdseste numarul % )

Rezolvare. Ipotezele sunt echivalente cu sistemul

bz—aT_ls% 2b2—a5—1 a22b2+%,
b+1 7 < 1 At 1 <
2, D20 2a’+b<—-= b<-2a®*-=,
2 16 8 8



2
a+b22b2+b+%:2(b+%) >0,

2
a+b<-2a’ +a—%=—2(a—lj <0.

4
. . . . 1 . 1
De aicirezultica a+b=0, iar a=z si bz—z
. L 1 1 . i
Existd o singurd pereche (@, b)= 272/ pentru care cel mai mare dintre

numerele x si y nu depaseste numarul % .0



BARAJUL 3

Problema BJ9. Gasiti toate numerele reale x care verifica ecuatia:
X =30} —{3{x}}=0 (aici {a} reprezinta partea fractionara a numarului a).

Rezolvare. Inlocuim X =[x]+{x}, unde {a} reprezinti partea intreagi a numarului
a, si obtinem [X] = 2{x}+{3{Xx}}. Deoarece partea dreapta a ecuatiei poate lua valori doar in

intervalul [0,3), rezultd ca [x] poate avea valori doar printre urmatoarele: 0, 1, 2. Analizam
aceste trei cazuri.

1) Daca [x] =0, atunci 2{x}+{3{x}}=0, de unde rezulta {x}=0, si, deci, x=0.
. (A
2) Daca [x]=1, atunci 2{x}+{3{x}}=1, de unde rezultd ca {x} < > Aici avem
posibile cateva cazuri.

1
2.1) Daca 3{x} <1, atunci obtinem 2{x}+ 3{Xx} =1, de unde rezulta {x} = > si, deci,

X=1+ 1 = s .
5 5
2
2.2) Daca 1< 3{x}< 2, atunci obtinem 2{x}+ 3{x}—1=1, de unde rezultda {x}= rt

si, deci, X=l+g=z.
’ 5 5

2.3) Cazul 3{x}> 2 este imposibil, deoarece contrazice p. 2).
3) Daca [x] =2, atunci 2{x}+{3{x}}= 2. Si aici avem posibile citeva cazuri.

2 1
3.1) Daca 3{x}<1, atunci obtinem 2{x}+3{x}=2, de unde rezulta {X}:g >§,

contradictie.
3
3.2) Dacd 1< 3{x}< 2, atunci obtinem 2{x}+3{x}—1=2, de unde rezultd {X}= X
si, deci, X=2+§=E.
5 5
4
3.3) Daca 2 <3{x}< 3, atunci obtinem 2{X}+ 3{x}—2 =2, de unde rezultid {x}= 3z
si, deci, X=2+£=E.
5 5
7131
Multimea solutiilor ecuatiei este S ={0,§,—,— —}. 0
555 5

Problema BJ10. Aflati toate perechile (p, q) de numere prime p si g, pentru care
numerele p+q si p+4q sunt simultan patrate perfecte.

Rezolvare. Fie p+Qq =X’ si p+4q=Yy? pentru careva numere naturale nenule X si
y . Prin scidere obtinem egalitatea 30 =Yy —x*=(y—X)(y+X). Deoarece (=2 este

eqge ey



1) y—x=1si y+Xx=3(0. Avem

y=3m+2
y=x+1 g=2m+1 g=2m+1 g=2m+1
= = :
2x+1=3q x=3m+1 p=9m?+4m p=m-(9m+4)

p=x"-q
Cum p este numar prim, rezulta ca m=1, p=13, q=3. Avem
p+Q=16=4% p+4q=25=5°
2) y—X=3si y+X=(. Avem

y=X+3
y=%x+3 g=2x+3 q=2x+3
= q=2X+3 = ) = .
) p=Xx"-2x-3 p=(x-3)-(x+1)
p=X"-q
Cum p este numar prim, rezulti ca X=4, p=5, g=11. Avem
P+0=16=4% p+49=49=7>
3) Yy—Xx=0 si Yy+x=3. Cum X si Y sunt numere naturale nenule, rezultd ca
2<g=Y—X< y+X=3. Obtinem =2. Sistemul de ecuatii Y—X=2 si y+X=3 este
incompatibil in multimea N™xN". Astfel, (p,q)e { (@3, 3), (5,11) }. Prin verificare se

confirma ca acestea sunt solutii. [

Problema BJ11. Fie triunghiul ascutitunghic ABC. Bisectoarea unghiului ACB
intersecteaza latura AB in punctul D. Cercul circumscris triunghiului ADC intersecteaza latura
BC in punctele distincte C si E. Dreapta, dusa prin varful B paralel la dreapta AE,
intersecteaza dreapta CD in punctul F. Demonstrati ca triunghiul AFB este isoscel.

Rezolvare. Fie m( £ZACB) =y, atunci
m(LACD) = m(«£BCD) = y/2. Cum patrulaterul ACED este
inscriptibil, rezulta ca

m(«£DAE) =m(«DCE) =m(«£BCD) =y/2.

Din paralelismul dreptelor AE si BF obtinem congruenta
unghiurilor alterne interne ABF si BAE, adica

m(ZLABF) =m(«£BAE) =m(«£DAE) =y /2.

Obtinem cd M(LACF)=m(£ABF)=y/2, fapt care
arata ca patrulaterul ACBF este inscriptibil. Atunci

m(£BCF) =m(«£BAF)=m(£ABF)=y/2.

Rezulta ca triunghiul ABF este isoscel. [

Problema BJ12. Determinati toate numere naturale nenule n pentru care exista in sir
finit de numere naturale A=(ay,a,,...,a,) astfel incat pentru orice k (1< k <n) numarul

ay este numarul tuturor multiplilor numarului K in sirul A.

10



Rezolvare. Pentru n<2 existd astfel de siruri. Pentru n=1 luam A=(1), pentru
n=2 luam A=(12). Evident, aceste siruri verifica conditia.

Sa aratam ca pentru N >3 nu exista astfel de siruri.

Presupunem contrariul, ca pentru un numar natural N>3 exista in sir de numere
naturale A=(ay,a,,...,a,) astfel incat pentru orice k (1< Kk <n) numaérul a, este numarul
multiplilor numarului K in girul A.

Mentionam ca a, =0 pentru orice k (in caz contrar, daca existda a, =0, atunci k il
divide pe ax si ar trebui sa fie a, 21, contradictie). Conform conditiilor 1<a, <n pentru
orice k.

Observam cd a, =N (numadrul 1 divide orice alt numar natural).

Fie a, =m>1. Atunci exista m termeni, care se divid cu n, adica m termeni egali cu
n. Notdam cu p cel mai mare dintre indicii acestor termeni. Astfel, @, =n si numarul p divide
toti termenii sirului, inclusiv p il divide pe @, =m. Rezultd ca p<m si, ca urmare, p=m,
lar a, =a, =...=a, =n.

Deoarece a, , =1, rezulta ca in sir exista cel putin un multiplu al lui n—1, care poate
fi doar n—1 (deoarece din N>3 rezulta ca 2(n—1)>n). Astfel, existdi a, =n—1. Prin
urmare, numarul g (g >m) divide n—1 termeni din sirul A, adica divide toti termenii, cu
exceptia unui termen. Sirul A contine termenii & =n, a,=n-1si @ =m. Dar g nu il
divide pe m, iar cel mai mare divizor comun al numerelor n si n—1 este 1. Obtinem (=1,

contradictie cu q>m=1.

Prin urmare, pentru N> 3 nu exista astfel de siruri.
Valorile posibile ale luinsuntdoar n=1si n=2.[]
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