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§1 Solutii

Problema 1

Aflati numarul tuturor perechilor de numere intregi pozitive (m, n) astfel incat n|12m — 1 si
m|12n — 1.

Demonstratie. Daca m = n atunci m|12m — 1, adica m = 1 si obtinem perechea (1, 1).

Observam usor ca daca perechea (m,n) este solutie a problemei atunci si perechea (n, m) este
solutie. Din acest motiv este suficient sa cautam perechile (m,n) cu m < n.

Prin urmare n|12m — 1 si 12m — 1 < 12n — 1 implica 12m — 1 = n, sau 12m — 1 = 5n, sau
12m — 1 = Tn sau 12m — 1 = 11n. Asta pentru ca 12m — 1 este numar impar nedivizibil cu 3.

Daca n = 12m — 1, atunci din conditia m|12n — 1 rezulta ca m|144m — 13, adica m|13. De
aici obtinem perechile de solutii (1,11) si (13, 155).

Daci 5n = 12m — 1, cum m|60n — 5 rezulti ca m|144m — 17, de unde m|17. In acest caz nu
obtinem solutii.

Daca 7n = 12m — 1 cu un rationament similar vom ajunge la o contradictie.

In final, dacd 11n = 12m — 1, se obtine solutia (23, 25).

Numarul perechilor ordonate care sunt solutii ale problemei este 7. O
Barem:
 Scrie ca perechea (1, 1) este o solutie ... ... 1p

e Scrie care sunt valorile posibile pentru 12m — 1 ca multipli de n sau 12n — 1 ca

MUltipli de m .. o 2p
« Rezolva fiecare dintre cele 4 cazuri si gaseste solutiile corecte ... .......... ... ... ... 4p
Problema 2

Consideram o tabla patrata 6 x 6 formata din 36 patratele unitate. Definim o "diagonala'
ca fiind cele sase patratele de coordonate (7, ), 1 <4,j < 6 pentru care i — j = k (mod 6),
unde k € {0,1,2,3,4,5}. Avem deci 6 diagonale. Demonstrati ca este imposibil sa punem
numerele de la 1 la 36 in patratelele tablei, astfel incat fiecare numar apare exact o data,
iar suma numerelor de pe orice linie, coloana sau diagonala sa fie aceeasi.

Demonstratie. Vom nota cu dj diagonala pentru care i — j = k (mod 6).
Sa observam ca diagonalele sunt formate astfel: diagonala dy contine toate patratelele
(1,1),(2,2),(3,3)...(6,6); diagonala d; contine patratelele (2,1), (3,2), (4,3),(5,4),(6,5), (1,6)
si asa mai departe.

Patratelele care au ambele coordonate impare se gasesc doar pe diagonalele de indici pari
(do, dg, d4) .

Suma tuturor numerelor este 1 +2 + --- + 36 = 18 - 37 = 666, deci suma de pe fiecare linie,

6
coloana si diagonala trebuie sa fie — = 111. Fie L;, C; suma numerelor de pe linia i, respectiv

coloana j, iar Dj, suma numerelor de pe diagonala dj. Atunci:
333=L1+Ls+L; +Cy +C5+C5 — Dy — D3 — Ds,

iar suma din membrul drept este de doua ori suma patratelelor care au ambele coordonate
impare.
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Cl c2 C3 c4 G5 Ccé

L1 do d5 d4 d3 d2 dl

L2 dl do d5 d4 d3 d2

L3 d2 dl do d5 d4 d3

L5 d4 d3 d2 dl do d5

L6 d5 d4 d3 d2 dl do

Cum 333 este un numar impar, acest lucru este imposibil. O

Barem:

» Scrie ca patratelele cu ambii indici impari se gasesc doar pe liniile si coloanele
impare, respectiv pe diagonalele pare ... ... .. . . 2p

o (alculeaza suma posibila de pe fiecare linie, coloana, respectiv diagonala ... ...... ... 1p

« Calculeaza diferenta dintre suma numerelor de pe liniile si coloanele impare si suma

numerelor de pe diagonalele impare ... ... ... . . s 3p
o Justifica de ce nu este posibila amplasarea numerelor in patratele ... ............. ... 1p
Problema 3

Determinati numarul de moduri distincte de a partitiona multimea numerelor naturale in
doua submultimi, astfel Incat in fiecare submultime raportul oricaror doua elemente nu este
numar prim.

Demonstratie. Consideram o partitie a multimii numerelor naturale in doua submultimi A si B,
astfel incat in fiecare submultime raportul oricaror doua elemente nu este numar prim.

Presupunem, fara a restrange generalitatea problemei, ca 1 € A. Observam ca toate numerele
prime se afla in B. Orice numar natural mai mare ca 1 se poate scrie sub forma n = p{*-ps? - - --pp*,
unde p1, pa,. .., pr sunt numere prime distincte, iar aq, ao,. .., ap sunt numere naturale pozitive.
Notam h(n) = oy + az + -+ + oy

Folosind metoda inductiei matematice, in functie de h(n), deducem ca daca h(n) este par,
atunci n € A. Altfel, daca h(n) este impar, atunci n € B.

Cazul de baza: Daca h(n) = 1, atunci n este prim, deci n € B.
Pentru h(n) = 2 avem doud situatii: fie n = p?, fie n = p - ¢, unde p si ¢ sunt numere prime

_ 2 . . n o . .
distincte. In fiecare situatie raportul — este numar prim, prin urmare n € A.

Pasul Inductiv: Vom presupune ca afirmatia este adevarata pentru h(n) = m, m € N.
Vom demonstra ca este adevarat si pentru h(n) = m + 1. Fie n = p™* - p5?--- - pp* cu
h(n) =a; +as+ -+ ap =m+ 1. Daca m este par si a; > 1, atunci

h(p?l_l pS‘Q e pgk) =m
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prin urmare,
pi s ppt € A
Din ipoteza deducem ca:
n=p-pytopy? - pit € B
Daca a; = 1, atunci:
h(p3? - p*) =m

si

pSQ....pzkeA :> n:plpggpgkeB

Daca m este impar, demonstratia este analoaga cazului de mai sus. Astfel, am demonstrat ca
afirmatia este adevarata. Am obtinut astfel ca multimiile A si B sunt unic determinate mai
putin pozitionarea lui zero, care nu este nici prim, nici compus, prin urmare nu conteaza din
care multime face parte. Pe de alta parte, In mod evident multimiile A si B satisfac conditiile

problemei. In concluzie, numarul de partitii cautat este 2. ]
Barem:
e Scrie ca 1 si numerele prime sunt In multimi distincte ... ...... .. ... oL 1p
e Scrie ca numerele cu suma exponentilor numar par sunt in aceeasi multime cu 1, iar
cele cu suma exponentilor numar impar sunt in cealalta multime. ... ................. ... 1p
e Demonstreaza cazul de baza din metoda inductiei matematice ... .................... 1p
e Demonstreaza complet prin inductie matematica unicitatea partitiei mai putin
distribuirea IUi ZeT0 ... ... 4p

Problema 4

3 5
b

Fie a,b,c > 0, cu proprietatea a® + b> + ¢ = 3. Aritati ci are loc inegalitatea:

2
2<++)—|—b2+302224.
a C

Profesor Mihaela Berindeanu

Demonstratie. Din inegalitatea mediilor
ad+2>3Vad =3a

Impartind relatia (1) la a obtinem:

g 2 2 4
a+—-—>3=>2a"+—-—>6
a a

Si analog
2 6
62+523;»3b2+5>9
2 10
A+=>3=52+—">15
C C

Suma relatiilor (2), (3), (4) este
3 5

)
2a2+3b2+502+2<+—|—> > 30
a C

b
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unde
20 + 36 + 5¢% = 2 (a? + b + %) +b% + 3¢* = 6 + b* + 3¢
| —
=3
Egalitatea se realizeaza pentrua=b=c=1 O
Barem:
y . . s , 4 5 0 , 10
e Demonstreaza fiecare dintre inegalitatile 2a“ + — > 6, 3b° + i >9,50°+—2>15 ... ... 4p
a c
o Insumeazi cele trei inegalitati obtinute si foloseste conditia initiald ... ............ ... 2p
« Obtine cazul de egalitate ... ... ... ... . . . 1p

Timp de lucru: 240 de minute.

Pentru fiecare problema se acorda maxim 7 puncte.

Nu este permisa utilizarea calculatorului sau a oricarui alt instrument, cu exceptia riglei si a
compasulus.
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