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. Numerele reale a si b satisfac egalitatea a® + b®> — 6ab = —11. Demonstrati ci -3 <a+b< -2

[SVR N )

. Demonstrati ca:

ab n be n ca a+b+c
a+b b+c c+a " ad+b3+c3

. Fie A si B doud submultimi nevide ale multimii X = {1, 2, ..., 11}, cu AU B = X. Fie P4 produsul elementelor

multimii A si Pg produsul elementelor multimii B. Gasiti valoarea minima posibila si valoarea maxima posibila ale

sumei P4 + Pp si toate cazurile posibile de egalitate.

. Fie a, b doud numere reale distincte si fie ¢ un numar real pozitiv astfel incat

a* = 2019a = b* — 2019b = .

Demonstrati cd —/c < ab < 0.

. Fie numerele reale pozitive a, b, ¢, d pentru care abcd = 1. Demonstrati inegalitatea:

1 N 1 N 1 N 1 <a+b+c+d
a3+b+c+d a+b3+c+d a+b+c3+d a+btc+dd 4 '

. Fie a, b, c numere reale pozitive. Demonstrati inegalitatea:

1 1 1 1
(a2+ac+02)( + )+b2< + )>a+b+c.
a+b+c a+c b+c a+bd

Aratati cd pentru orice numere reale pozitive a, b, ¢, cua + b+ ¢ = ab + bc + ca, are loc inegalitatea:

3a3+1 3b3+1 3Cg+1

3
+2+2+2

<2(a+b+c).

. Fie S o multime ale cérei elemente sunt 100 de numere intregi pozitive si care are urmatoarea proprietate:

»Printre oricare patru numere din multimea S, existd un numar care divide fiecare dintre celelalte trei numere
sau existd un numdr care este egal cu suma celorlalte trei numere’.

Demonstrati cd multimea S’ contine un numar care divide toate celelalte 99 de numere din S.

. Intr-un oras oarecare existd n drumuri drepte, astfel incat oricare doud drumuri se intersecteaza si nu exista trei

drumuri care sa treaca. prin aceeasi intersectie. Consiliul local doreste s& organizeze orasul prin a desemna strada
principald si strada secundara din fiecare intersectie. Demonstrati ca acest lucru poate fi realizat in asa fel incat
daca cineva merge de-a lungul uneia dintre strazi, de la un capét la celélalt, intersectiile in care aceasta strada este
principala si cele in care aceasta strada secundara vor aparea in ordine alternativa.

Un tablou 5 % 100 este impartit in 500 de patrate unitate, unde n dintre ele sunt colorate cu negru, iar restul sunt
colorate cu alb. Doua patrate unitate se numesc adiacente dacd au o laturd comuna. Presupunem ca oricare dintre
patratele unitate are cel mult doua patrate negre adiacente. Gasiti cea mai mare valoare pe care o poate avea n.
Avem un grup format din n copii. Pentru fiecare pereche de copii, cel putin unul dintre ei trimite un mesaj celuilalt.
Pentru fiecare copil A, dintre copiii carora A le-a trimis un mesaj, exact 25% i-au trimis lui A un mesaj. Cate valori
posibile de doua cifre exista pentru n?

Un economist si un statistician joacad un joc pe calculator care executd o singurd operatie. Calculatorul afieaza doar
numere intregi pozitive si este folosit dupa cum urmeaza:

Notam cu n un numar intreg care este afisat pe calculator. O persoand tasteazd un numér intreg m, ales din
multimea {1, 2, ..., 99} si, dacd m% din numairul n este tot un numér intreg pozitiv, atunci calculatorul afiseaza
m% din n. In caz contrar, calculatorul afiseazd un mesaj de eroare si operatia nu este acceptati. Jocul consta in a
efectua alternativ aceste operatii , iar jucatorul care nu reuseste sa faca o astfel de operatie pierde. Cate numere din

multimea {1, 2, ..., 99} garanteazi o strategie castigitoare pentru statistician, stiind cd economistul incepe jocul?
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De exemplu, in cazul in care calculatorul afiseazd 1200, economistul poate tasta 50, obtinandu-se pe calculator
numarul 600. Apoi, statisticianul poate sad tasteze 25 si pe calculator apare numé&rul 150. Acum, de exemplu,
economistul nu poate si tasteze 75, deoarece 75% din 150 nu este un numaér intreg pozitiv, dar poate si aleaga si
tasteze 40, iar jocul poate sa continue pana ce unul dintre cei doi nu mai poate tasta niciun numér din multimea
{1,2,...,99}.

Fie ABC un triunghi cu A =90° si B = 30°. Perpendiculara in mijlocul M al laturii BC' intalneste bisectoarea BK
a unghiului B in punctul E. Mediatoarea segmentului FK intersecteazd pe AB in D. Demonstrati ca DK 1 DE.
Fie ABC un triunghi si fie w cercul sau circumscris. Fie {p si {c douad drepte paralele care trec prin punctele B,
respectiv C. Dreptele {5 si {¢ intersecteazad cercul w pentru a doua oard in punctele D, respectiv E (punctul D
apartine arcului AB si punctul E apartine arcului AC). Presupunem ci DA intersecteazd {¢c in F si dreapta FA
intersecteaza dreapata ¢p in G. Daca O, O si O sunt centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC, ADG,
respectiv AEF, iar P este centrul cercului circumscris triunghiului OO; Oz, demonstrati cd OP este paralela cu £p
sifc.

Fie triunghiul ABC si I centrul cercului inscris in acest triunghi. Punctele D si E sunt situate pe segmentele C A,
respectiv BC, astfel incat CD = CE. Fie F' un punct situat pe segmentul C'D. Demonstrati ca patrulaterul ABEF
este circumscriptibil dacd si numai dacé patrulaterul DIEF este inscriptibil.

Fie triunghiul ABC, cu AB < AC. Mediatoarea laturii BC' intersecteaza dreptele AB si AC in punctele P, respectiv
Q. Fie H ortocentrul triunghiului ABC, iar punctele M si N mijloacele segmentelor BC, respectiv PQ). Demonstrati
ca dreptele HM si AN se intersecteaza intr-un punct de pe cercul circumscris triunghiului ABC.

Fie P un punct situat in interiorul triunghiului ABC. Dreptele AP; BP si C'P intersecteazd din nou cercurile
circumscrise triunghiurilor PBC, PCA si PAB in punctele D, E si respectiv F'. Demonstrati cd punctul P este
ortocentrul triunghiului DEF daci si numai daca punctul P-este centrul cercului inscris in triunghiul ABC.

Fie ABC un triunghi neisoscel si I centrul cercului sau inscris. Fie D un punct situat pe segmentul BC astfel incat
cercul circumscris triunghiului BID sa intersecteze segmentul AB in E # B, iar cercul circumscris triunghiului
C1D sa intersecteze segmentul AC' in F' # C'. Cercul circumscris triunghiului DEF intersecteaza AB si AC a doua
oard in punctele M, respectiv N. Notam cu P si () punctele de intersectie a dreptelor IB si DE, respectiv IC si
DF. Demonstrati ca dreptele EN, FM si PQ sunt paralele.

Fie triunghiul dreptunghic ABC, cu A =90°. Fie K mijlocul laturii BC si fie AKLM un paralelogram de centru
C. Notam cu 7T punctul de intersectie a dreptei AC' cu mediatoarea segmentului BM. Fie w; cercul de centru C si
razd C'A, iar wy cercul de centru 1"si razd T'B. Demonstrati ca unul dintre punctele de intersectie ale cercurilor w;
si wy este situat pe dreapta LM.

Determinati toate numerele prime p pentru care exista numerele intregi pozitive z, y, z astfel incat numarul
P+ yP 4+ —r—y—=z

s se scrie ca produsul a exact 3 numere prime distincte.

p2+2¢ ¢%>+9r g r2 4+ 3p

g+r r+p T ptgq
Gasiti toate numerele prime p si toate numerele intregi nenegative x # y pentru care x4 — y* = p(a® — ¢?).

Gasiti toate tripletele (p, ¢, r) de numere prime pentru care numerele sunt intregi.

Gisiti toate numerele intregi x, y pentru care z3(y + 1) + y3(z + 1) = 19.

Gasiti toate numerele intregi pozitive z, y, 2z pentru care 45 — 6Y = 2019~.

Gasiti toate tripletele (a, b, ¢) de numere intregi nenegative care satisfac egalitatea a! + 5° = 7¢.

Gasiti toate numerele patrate perfecte n pentru care, daca numarul intreg @ > 15 este un divizor al lui n, atunci

a + 15 este o putere a unui numar prim.



