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a) Fie a,b, c numere reale pozitive astfel incat abc = 1. Demonstrati ca:

(a—1)(c+1) (B-=1)(a+1) (c=1(b+1) <
1+bc+ec 14+ca+a 1+ab+b —

Fie

(a—1)(c+1) (Bb—-—1)(a+1) (c—=1)(b+1) (a—1)(c+1)
= esc T 1tcata T 1tabtb =2 1+bc+c

Pentru a demonstra aceasta inegalitate, metoda evidenta ar fi s& aducem I sub forma unei fractii
cu un anumit numitor, si apoi sa obtinem o simplificare, ca apoi sa aplicam inegalitatea mediilor
mg < m,. Putem observa ca putem exprima cei trei termenii ale inegalitatii noastre sub forma
unei fractii cu numitorul comun ab + b+ 1. Pentru primul termen, stiind ca abc=1 = c= ﬁ:

(a—1)(c+1)  (a—1)(L+1) D@ Hab+1)  (a—1)(ab+1)

a

I+bc+c  1+bt+L 14+l 4 L ap+l4 Ly ab+b+1

Se poate vedea ca noul nostru numitor este egal cu cel al termenului al treilea. Astfel, ar fi logic
ca noi sa aducem si al doilea termen la numitorul ab+ b+ 1. Avem

b—1)(a+1) (b-1)(a+1) OG-D@+1) @G-1a+)b (b-1)(ab+b) (b—1)(ab+b)

l+ca+a 1+ X2a+a 1+$+a b1+3+a)  b+l+ab — ab+b+1
Acum vom aduna toti termenii nostri,

_(a=1)(@+1) (b-1)(ab+b) (c—1)(b+1)

ab+b+1 ab+b+1 1+ab+b
(a—1)(ab+ 1)+ (b—1)(ab+b)+ (c—1)(b+ 1)
N ab+b+1
Atunci
I:a2b+a—ab—1+ab2+b2—ab—b+bc+c—b—1
ab+b+1
Deci

I a’b+ab®> —2(ab+b+1)+b?+bc+a+c
B ab+b+1

Acum trebuie sa& demonstram ca

a?b+ab®> —2(ab+b+1)+b*+bc+a+c -

0
ab+b+1



Deoarece a, b, ¢ sunt numere pozitive reale, ab+b+1 € R* , deci acum trebuie doar sa demonstram
ca
a*b+ab* —2(ab+ b+ 1)+ b +bc+a+c>0

a?b+ab* +b? +be+a+c>2(ab+b+ 1)
Studiind aceasta expresie, vom folosi inegalitatea mediilor, adica;

ab® + a > 2ab

B+1>20

si
ab® +be+ ¢ > 3/ (abe)? =3

Daca adunam aceste inegalitati
ab® +bc+c+b? +1+ab® +a>2ab+2b+3

ab® + ab* +b* +bc+a+c>2(ab+b+1)

ceea ce este exact inegalitatea care trebuia sa fie demonstrata. Astfel, demonstratia este terminata.
b) Fie a, b, ¢, d numere reale pozitive astfel incat abed = 1. Demonstrati ca

(a—1)(c+1) (Bb-=1)(d+1) (c=1)(a+1) (d—-1)(b+1)

> 0.
1+bc+c 14+cd+d 1+da+a 1+ab+b —
Aici, o idee mai eficienta ar fi sa facem seria de substitutii (deoarece abed = 1)
a=— b= y c= z d= t
Y z t T
Atunci inegalitatea noastra devine
G-VGHD ¢-DE+1) G-VE+D  G-DE+D
Y t 1 t Yy =
1+¥242 142142 1+1242 142848
2oy y—zttw bty t—z y+tz
Y zZ_z Y Tz
+ + + >0
I+4+5 142420 14142 14242
@—y)z+t)  (y—2)t+a) (-tt+y) (E-2)y+z)
yt(l+%4+%)  zz(l+2+1) ty(l—i—%—i—%) rz(l1+244) ~
)

(z-y)z+t) (-2t -ty (E-2)(y+>2)
yt +ytd +yt: 2o+ 202 + zal ty+ty§ +tyy, 2+ 122 4 124

@—y)z+t)  (y—2)tt+2z) -ty (t-2)y+)
yt+vy2+yz  zz+22+zt ty+t2+te  zztaitay

(z—y)z+t) (y—2)0+z) (-HE+y (E-2)(y+2)
y(t+y+2) z2(z 4z + 1) tly+t+x) z(z+z+y)

>0

Vom aduna 4 pe ambele parti (aceasta operatie are urmatorul motiv - noi dorim numai termeni
pozitivi. Cand deschidem parantezele, spre exemplu, vom avea la primul termen xz + xt — yz — yt.



Daca am aduna numitorul, am obtine numai o suméa pozitivd. Adunam 1 pentru fiecare termen
pentru a elimina scaderea):
@—y)+t) -2 +2) (z—t)(z +y) (t—2)(y +2)

1+

+1>4
y(t+y+2) z2(x 4+ 2 +1) tly+t+x) z(z+x+y)

mz—i—azt—yz—yt—l—yt+y2+yz+yt+yx—zt—mz+a:z—l—zz—|—tz zx+zy—tm—ty+ty—|—t2+tx+
y(t+y+2) 2z +z+1) ty+t+a)

ty+tz—:ny—mz+mz+a:2+my >4
x(z+z+vy) -

Deci
vz+at+y?  yt+yr+ 22 zx 4oy +t2 ty+tz+:c2>4

yt+y+z) zz4+z+t)  tly+t+ax) ziz+z+y)

Aici, folosirea inegalitatii Cauchy-Schwarz este perfectd. Avem

z t
(f+mz+ﬂﬂb+;+;)2@+z+ﬂ2

Inmultim ambele pirti cu
1

I+ 24+ Hyly+z+1)

pentru a obtine

(y? + 2 —i—;ct)(l—l—%%—ﬁ) o (ytz+t)2
I+2+yly+z+1) — A+ +)uly+z+1)
(ﬁ+mz+m)> (y+2+t)
yy+z+t) T (1+2+ 1ty
(W +azztat)  (ytz+t) _ aly+z+t)

yly+z+t) — W Cylzt+z+t)

Analog, avem

z2+yt+xy>y(x+z+t) t2+zx+yz>z(x+y+t) x2+ty+tz>t(x+y+z)
z2(x+z+t) ~ z(z+y+t) tlx+y+t) ~tlz+y+2) zx+y+z) " xly+z+t)

Deci

vz+at+y?  yt+yr+22 zx+ o2y +t2 ty+tz+x2>:r(y+z+t) ylx + z+1t)
yt+y+z) zle+z+t) tly+t+z) zz+z+y)  yle+z+t) zlz+y+t)

Zx+y+t) tlae+y+z2)
tlx+y+z) xzly+z+1)

Drept urmare, daca am demonstra ca

z(y+z+t) yle+z+t) zlx+y+t) tlx+y+z2)
yx+z+t) zl@x+y+t) tlr+y+z) z(y+z+t)

> 4



am obtine egalitatea ceruta. Aici, putem folosi inegalitatea mediilor:

z(y+z+1t) ylr+z+1t) z(z+y+1) t(:v+y+z)>4</:r(y+z—|—t)y(:x+z+t)z(a:+y—|—t)t(:n+y—|—z)

ye+z41) z2z+y+t) tle+ty+z) z(y+z+t)

z(y+z+t) ylr+z+t) x(z4+y+t) t(m+y+2)>4%
ylx+z+1t) zlet+y+t) tle+y+z) zy+z+t)

sy+z+t) yl@t+z+t) zz+y+t) tz+ty+z)
y@+z+t) zet+y+t) tat+yt+z) zy+z+t)

De aici, obtinem ca

> 4

vz +at+y> yt+yr+22 e+t ty+tz4a?
yt+y+2z)  zlea+z+t) ty+tt+z) xlz+z+y) T

si astfel, mergand invers, obtinem inegalitatea ceruta.

yx+z+t)zz+y+t)tlx+y+2)x(y+z+1)



