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a) Fie a, b, c numere reale pozitive astfel ı̂ncât abc = 1. Demonstrat, i că:

(a− 1)(c + 1)

1 + bc + c
+

(b− 1)(a + 1)

1 + ca + a
+

(c− 1)(b + 1)

1 + ab + b
≤ 0.

Fie

I =
(a− 1)(c + 1)

1 + bc + c
+

(b− 1)(a + 1)

1 + ca + a
+

(c− 1)(b + 1)

1 + ab + b
=

∑
cyc

(a− 1)(c + 1)

1 + bc + c

Pentru a demonstra această inegalitate, metoda evidentă ar fi să aducem I sub forma unei fractii
cu un anumit numitor, s, i apoi să obt, inem o simplificare, ca apoi să aplicăm inegalitatea mediilor
mg ≤ ma. Putem observa că putem exprima cei trei termenii ale inegalităt, ii noastre sub forma
unei fractii cu numitorul comun ab + b + 1. Pentru primul termen, s,tiind că abc = 1 ⇒ c = 1

ab :

(a− 1)(c + 1)

1 + bc + c
=

(a− 1)( 1
ab + 1)

1 + b 1
ab + 1

ab

=
(a−1)(ab+1)

ab

1 + 1
a + 1

ab

=
(a− 1)(ab + 1)

ab(1 + 1
a + 1

ab)
=

(a− 1)(ab + 1)

ab + b + 1

Se poate vedea că noul nostru numitor este egal cu cel al termenului al treilea. Astfel, ar fi logic
ca noi să aducem s, i al doilea termen la numitorul ab + b + 1. Avem

(b− 1)(a + 1)

1 + ca + a
=

(b− 1)(a + 1)

1 + 1
aba + a

=
(b− 1)(a + 1)

1 + 1
b + a

=
(b− 1)(a + 1)b

b(1 + 1
b + a)

=
(b− 1)(ab + b)

b + 1 + ab
=

(b− 1)(ab + b)

ab + b + 1

Acum vom aduna tot, i termenii nos,tri,

I =
(a− 1)(ab + 1)

ab + b + 1
+

(b− 1)(ab + b)

ab + b + 1
+

(c− 1)(b + 1)

1 + ab + b

=
(a− 1)(ab + 1) + (b− 1)(ab + b) + (c− 1)(b + 1)

ab + b + 1

Atunci

I =
a2b + a− ab− 1 + ab2 + b2 − ab− b + bc + c− b− 1

ab + b + 1

Deci

I =
a2b + ab2 − 2(ab + b + 1) + b2 + bc + a + c

ab + b + 1

Acum trebuie să demonstrăm că

a2b + ab2 − 2(ab + b + 1) + b2 + bc + a + c

ab + b + 1
≥ 0
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Deoarece a, b, c sunt numere pozitive reale, ab+ b+ 1 ∈ R∗
+, deci acum trebuie doar să demonstrăm

că
a2b + ab2 − 2(ab + b + 1) + b2 + bc + a + c ≥ 0

a2b + ab2 + b2 + bc + a + c ≥ 2(ab + b + 1)

Studiind această expresie, vom folosi inegalitatea mediilor, adică;

ab2 + a ≥ 2ab

b2 + 1 ≥ 2b

si
ab2 + bc + c ≥ 3 3

√
(abc)2 = 3

Dacă adunăm aceste inegalităt, i

ab2 + bc + c + b2 + 1 + ab2 + a ≥ 2ab + 2b + 3

ab2 + ab2 + b2 + bc + a + c ≥ 2(ab + b + 1)

ceea ce este exact inegalitatea care trebuia să fie demonstrată. Astfel, demonstrat, ia este terminată.
b) Fie a, b, c, d numere reale pozitive astfel ı̂ncât abcd = 1. Demonstrat, i că

(a− 1)(c + 1)

1 + bc + c
+

(b− 1)(d + 1)

1 + cd + d
+

(c− 1)(a + 1)

1 + da + a
+

(d− 1)(b + 1)

1 + ab + b
≥ 0.

Aici, o idee mai eficientă ar fi să facem seria de substitut, ii (deoarece abcd = 1)

a =
x

y
b =

y

z
c =

z

t
d =

t

x

Atunci inegalitatea noastră devine

(xy − 1)( zt + 1)

1 + y
z
z
t + z

t

+
(yz − 1)( t

x + 1)

1 + z
t
t
x + t

x

+
( zt − 1)(xy + 1)

1 + t
x
x
y + x

y

+
( t
x − 1)(yz + 1)

1 + x
y
y
z + y

z

≥ 0

x−y
y

z+t
t

1 + y
t + z

t

+
y−z
z

t+x
x

1 + z
x + t

x

+

z−t
t

x+y
y

1 + t
y + x

y

+
t−x
x

y+z
z

1 + x
z + y

z

≥ 0

(x− y)(z + t)

yt(1 + y
t + z

t )
+

(y − z)(t + x)

zx(1 + z
x + t

x)
+

(z − t)(x + y)

ty(1 + t
y + x

y )
+

(t− x)(y + z)

xz(1 + x
z + y

z )
≥ 0

(x− y)(z + t)

yt + ytyt + yt zt
+

(y − z)(t + x)

zx + zx z
x + zx t

x

+
(z − t)(x + y)

ty + ty t
y + ty x

y

+
(t− x)(y + z)

xz + xz x
z + xz y

z

≥ 0

(x− y)(z + t)

yt + y2 + yz
+

(y − z)(t + x)

zx + z2 + zt
+

(z − t)(x + y)

ty + t2 + tx
+

(t− x)(y + z)

xz + x2 + xy
≥ 0

(x− y)(z + t)

y(t + y + z)
+

(y − z)(t + x)

z(x + z + t)
+

(z − t)(x + y)

t(y + t + x)
+

(t− x)(y + z)

x(z + x + y)
≥ 0

Vom aduna 4 pe ambele părt, i (această operat, ie are următorul motiv - noi dorim numai termeni
pozitivi. Când deschidem parantezele, spre exemplu, vom avea la primul termen xz + xt− yz− yt.
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Dacă am aduna numitorul, am obt, ine numai o sumă pozitivă. Adunăm 1 pentru fiecare termen
pentru a elimina scăderea):

(x− y)(z + t)

y(t + y + z)
+ 1 +

(y − z)(t + x)

z(x + z + t)
+ 1 +

(z − t)(x + y)

t(y + t + x)
+ 1 +

(t− x)(y + z)

x(z + x + y)
+ 1 ≥ 4

xz + xt− yz − yt + yt + y2 + yz

y(t + y + z)
+
yt + yx− zt− xz + xz + z2 + tz

z(x + z + t)
+
zx + zy − tx− ty + ty + t2 + tx

t(y + t + x)
+

ty + tz − xy − xz + xz + x2 + xy

x(z + x + y)
≥ 4

Deci
xz + xt + y2

y(t + y + z)
+

yt + yx + z2

z(x + z + t)
+

zx + zy + t2

t(y + t + x)
+

ty + tz + x2

x(z + x + y)
≥ 4

Aici, folosirea inegalităt, ii Cauchy-Schwarz este perfectă. Avem

(y2 + xz + xt)(1 +
z

x
+

t

x
) ≥ (y + z + t)2

Înmult, im ambele părt, i cu
1

(1 + z
x + t

x)y(y + z + t)

pentru a obt, ine
(y2 + xz + xt)(1 + z

x + t
x)

(1 + z
x + t

x)y(y + z + t)
≥ (y + z + t)2

(1 + z
x + t

x)y(y + z + t)

(y2 + xz + xt)

y(y + z + t)
≥ (y + z + t)

(1 + z
x + t

x)y

(y2 + xz + xt)

y(y + z + t)
≥ (y + z + t)

(x+z+t)y
x

=
x(y + z + t)

y(x + z + t)

Analog, avem

z2 + yt + xy

z(x + z + t)
≥ y(x + z + t)

z(x + y + t)

t2 + zx + yz

t(x + y + t)
≥ z(x + y + t)

t(x + y + z)

x2 + ty + tz

x(x + y + z)
≥ t(x + y + z)

x(y + z + t)

Deci

xz + xt + y2

y(t + y + z)
+

yt + yx + z2

z(x + z + t)
+

zx + zy + t2

t(y + t + x)
+

ty + tz + x2

x(z + x + y)
≥ x(y + z + t)

y(x + z + t)
+

y(x + z + t)

z(x + y + t)
+

+
z(x + y + t)

t(x + y + z)
+

t(x + y + z)

x(y + z + t)

Drept urmare, dacă am demonstra că

x(y + z + t)

y(x + z + t)
+

y(x + z + t)

z(x + y + t)
+

z(x + y + t)

t(x + y + z)
+

t(x + y + z)

x(y + z + t)
≥ 4
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am obt, ine egalitatea cerută. Aici, putem folosi inegalitatea mediilor:

x(y + z + t)

y(x + z + t)
+
y(x + z + t)

z(x + y + t)
+
x(z + y + t)

t(x + y + z)
+
t(x + y + z)

x(y + z + t)
≥ 4 4

√
x(y + z + t)

y(x + z + t)

y(x + z + t)

z(x + y + t)

z(x + y + t)

t(x + y + z)

t(x + y + z)

x(y + z + t)

x(y + z + t)

y(x + z + t)
+

y(x + z + t)

z(x + y + t)
+

x(z + y + t)

t(x + y + z)
+

t(x + y + z)

x(y + z + t)
≥ 4

4
√

1

x(y + z + t)

y(x + z + t)
+

y(x + z + t)

z(x + y + t)
+

x(z + y + t)

t(x + y + z)
+

t(x + y + z)

x(y + z + t)
≥ 4

De aici, obt, inem că

xz + xt + y2

y(t + y + z)
+

yt + yx + z2

z(x + z + t)
+

zx + zy + t2

t(y + t + x)
+

ty + tz + x2

x(z + x + y)
≥ 4

s, i astfel, mergând invers, obt, inem inegalitatea cerută.
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