Programul upper.school
de pregatire pentru JBMO

Curs 32 - Omotetie

ANDREI ECKSTEIN

§1 Tema

Problema 1.1

Fie ABCD un trapez in care AB || CD. In exteriorul acestuia se construiesc
triunghiurile echilaterale ABE si CDF. Daca X este punctul de intersectie a
diagonalelor trapezului, demonstrati ca punctele E, X, F' sunt coliniare.

Demonstratie. Omotetia inversia de centru X si raport g—g duce Ain C, Bin D si

triunghiul echilateral ABC Intr-un triunghi echilateral. Cum una din laturile acestuia
este [C'D], rezulta ca omotetia noastra duce triunghiul ABFE in triunghiul CDF si, in
particular, punctul £ in punctul F.

Asgadar, punctele F, X, F' sunt coliniare. ]
F
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Problema 1.2

Fie ABC un triunghi si A’, B’, ¢’ punctele de tangentd ale cercului inscris cu
laturile BC, C'A, respectiv AB. Fie A” mijlocul arcului BC' care nu-1 contine pe
A al cercului circumscris triunghiului ABC'. Analog se definesc punctele B” si C”.
Demonstrati ca dreptele A’A”, B’B” si C'C" sunt concurente.

Olimpiada Ungaria, 1998
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Demonstratie. Omotetia directa care duce cercul inscris In cel circumscris duce punctul
A’ 1n acel punct de pe arcul BC care nu-1 contine pe A in care tangenta la cercul
circumscris este paraleld la BC. Acest punct este tocmai punctul A”, mijlocul arcului
BC. Asadar, triunghiurile A’B’C" si A” B"C"” sunt omotetice. Ele nu sunt congruente
(razele cercurilor lor circumscrise nu sunt egale), deci dreptele A’A”, B'B” i C'C" sunt
concurente in centrul de omotetie. O

Problema 1.3

Fie d o dreapta. Cercurile wy si wo sunt tangente dreptei d in punctele A, respectiv
B, si se afla de aceeasi parte a dreptei d. Cercul w este tangent exterior cercurilor w;
si wo In punctele C, respectiv D. Demonstrati ca dreptele AC' si BD se intersecteaza
Intr-un punct al cercului w.

Demonstratie. Omotetia directd care duce
cercul wi In cercul w are centrul in C. Ea
duce punctul A in acel punct al cercului w
(mai precis al arcului CD care intersecteaza
dreapta d) in care tangenta la w este paralela
cu d.

Analog, omotetia directa care duce cercul wo
in cercul w are centrul in D gi duce punctul
B in acel punct al cercului w in care tangenta
la w este paraleld cu d. Asadar, dreptele
AC si BD reintersecteaza cercul w in acelasi
punct. ]

Problema 1.4 (Problema selectata pentru evaluare)

Fie € cercul circumscris triunghiului ABC. Cercul w este tangent laturilor AC si
BC, si este tangent interior cercului 2 in punctul P. O dreapta paraleld cu AB si
care intersecteaza interiorul triunghiului ABC este tangenta cercului w in punctul
@. Demonstrati ca unghiurile <ACP si <QQCB sunt congruente.

EGMO 2013

M

Demonstratie. Fie M mijlocul arcului AB
care contine punctul C' (,,polul nord” al cer-
cului circumscris), I centrul cercului inscris si
{D} = CP Nw. Omotetia de centru P care
duce cercul w In cercul €2, va duce punctul
Q@ 1n punctul de pe €2 in care tangenta este
paralela cu AB, adica in punctul M. Asadar,
punctele P, M, (Q sunt coliniare. Mai mult,
conform problemei 2.12 din materialul teore-
tic, I € PM. Aceeasi omotetie il duce pe D
in C.
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Stim ca (CT intersecteaza €2 in mijlocul arcului AB care nu contine punctul C, adica
in punctul diametral opus lui M, prin urmare m(<MCI) = 90°. Deoarece DQ || CM
(din omotetie), deducem ca CI L DQ. Cum I se afla pe mediatoarea lui [DQ)] rezulta ca
si C este pe mediatoarea lui [DQ)], de unde concluzia. O

Solutiile oficiale le gasiti aici.

Problema 1.5

Fie ABC un triunghi si M mijlocul laturii [BC]. Cercul inscris are centrul in [ si
este tangent laturii BC' in punctul D. Fie N mijlocul lui [AD]. Demonstrati ca
punctele N, I si M sunt coliniare.

Demonstratie. Fie T punctul de tangenta a T’
cercului A-exinscris cu latura BC. N
Se stie ca T este simetricul lui D fata de M.

De asemenea se gtie (vezi problema 2.8 din

materialul teoretic) ca AT intersecteaza cercul

inscris in punctul 77, diametral opus lui D B - [T T\\
in cercul inscris. Atunci punctele M, I, N se

afla, toate, pe linia mijlocie a triunghiului
ADT, prin urmare sunt coliniare (omotetia
directa de centru D si raport % duce punctele
coliniare A,T’,T in punctele N,I, M, prin
urmare acestea sunt coliniare). O

Problema 1.6

Fie ABCD un patrulater inscriptibil si P un punct in interiorul acestuia. Fie
E, F,G, H proiectiile punctului P pe dreptele AB, BC', CD, respectiv DA. Cercurile
cu centrele In E si F care trec prin P se taie a doua oara in K. Cercurile cu centrele
in F' gi G care trec prin P se taie a doua oara in L. Cercurile cu centrele in G si H
care trec prin P se taie a doua oara in M. Cercurile cu centrele in H gi E care trec
prin P se taie a doua oara in N. Demonstrati ca punctele K, L, M, N sunt conciclice.

Van Khea

Demonstratie. Dacd notdm cu {K'} = PKNEF, {L'} = PLNFG, {M'} = PMNGH
si {N'} = PNN HE, atunci aceste puncte sunt mijloacele segmentelor [PK], [PL], [PM],
respectiv [PN]. Onotetia directd de centru P si raport 3 duce KLMN in K'L'M'N’,
deci concluzia este echivalenta cu a arata ca patrulaterul K'L'M’'N’ este inscriptibil.

Stim ca PK' 1 EF, PL'’ L FG, PM' 1. GH si PN' 1 HE. Atunci <PK'L' =
4PFL = <PCD si <PK'N' = «PEH = <PAD, Analog, <PM'L' = <PCB s
SPM'N' = <PAB, deci m(<N'K'L')+m(<L' M'N") = m(<BAD)+m(<BCD) = 180°,
de unde concluzia. O


https://www.egmo.org/egmos/egmo2/solutions.pdf
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Problema 1.7

Doua cercuri congruente sunt tangente interior unui cerc mai mare in punctele A si
B. Fie M un punct pe cercul mare. Daca M A gi M B intersecteaza cercurile mai
mici corespunzitoare in A’ si B’, demonstrati cd A’B’ este paraleld cu AB.

Israel, Joseph Gillis Mathematical Olympiad, 1997

AAB

Demonstratie. Fie r raza cercurilor mici gi
R raza cercului mare.

Omotetiile directe care duc cercurile mici
in cercul mare au centrele in A, respectiv
B. Raportul celor doua omotetii este %.

Deoarece aceste doud omotetii duc A’ in M,

respectiv B’ in M, avem ’3% = g = %,

deci A’B’ || AB. O

Problema 1.8

Fie ABCD un patrulater inscris in cercul w, {K} = ABNCD, {N} = ADnN BC.
Aratati ca cercul circumscris triunghiului AK N este tangent cercului w daca gi numai
daca cercul circumscris triunghiului CK N este tangent cercului w.

Demonstratie. Cercul circumscris triunghiului AKN este tangent cercului w (in punctul
A) daca gi numai dacd omotetia de centru A care duce D in N il duce si pe B in K,
adica daca si numai daca BD | NK.

Analog, cercul circumscris triunghiului CK N este tangent cercului w (in punctul C') daca
si numai daca omotetia de centru C' care duce D in K 1l duce si pe B in N, adica daca
si numai daca BD || NK.

Concluzia se impune. O
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Problema 1.9

Fie ABC un triunghi, O si I centrul cercului circumscris, respectiv inscris in triunghi,
iar M, N, P punctele de tangenta ale cercului inscris cu laturile BC, C'A, respectiv
AB. Dacd H' este ortocentrul triunghiului M N P, aratati cid punctele O, I si H’
sunt coliniare.

Olimpiada Iran, 1995

Demonstratie. Fie M', N', P’ punctele in care bisectoarele (AI, (BI, respectiv (CI
ale triunghiului ABC intersecteaza cercul circumscris acestuia. Este ugor de vazut ca
AM' 1 N'P’ i analoagele, deci N'P’ || NP si analoagele. Deducem c4 triunghiurile
M'N'P" si MNP sunt omotetice. Fie K centrul acestei omotetii. Deoarece I este
ortocentrul triunghiului M’ N'P’; punctele K, I si H' sunt coliniare (omotetia noastra
duce ortocentru in ortocentru). Pe de alta parte, I este centrul cercului circumscris
triunghiului M N P, iar O este centrul cercului circumscris triunghiului M’ N’P’. Omotetia
noastra duce centrul cercului circumscris in centrul cercului circumscris, deci punctele K,
O si I sunt coliniare. Deducem ca punctele O, I si H' sunt coliniare. ]

Problema 1.10 (Teorema Mickey Mouse)

Fie O; i O2 doua cercuri tangente exterior unui cerc O, punctele de tangenta fiind
A, respectiv B. Fie C gi D puncte pe Oq, respectiv Oy astfel incat dreapta C'D este
o tangenta comuna exterioara a celor doua cercuri. Daca {E'} = AC' N BD, atunci
FE € O i tangenta in E la O este paralela cu CD.

Demonstratie. Sa notam cu Ry, Rs si R razele cercurilor Oy, O, respectiv O.

Omotetia inversa de raport ﬁl , dintre cercurile Oy si O are centrul in A si duce punctul C
intr-un punct E;. Tangenta in C la O; (adica C'D) este dusa prin aceasta omotetie intr-o
dreapta paraleld cu C'D, tangentd la O in E;. Analog, omotetia inversa de raport % ,

dintre cercurile O1 si O are centrul in B gi duce punctul D intr-un punct Es. Tangenta
in D la Oz, C'D, este dusa prin aceasta omotetie Intr-o dreapta paralela cu C'D, tangenta
la O in E5. De aici rezulta ca Eq coincide cu Es.

Si mai scurt: daca ne aranjam ca tangenta C'D sa fie ,orizontald”; iar punctele C si D sa
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fie ,,polurile nord” ale cercurilor O1 si O, cele doua omotetii duc aceste puncte in ,,polul
sud” al cercului O (in care tangenta este tot orizontald).

O]

Remarca.
Din cele de mai sus rezulta ugor ca patrulaterul ABDC este inscriptibil gi de aici cad E
este pe axa radicald a cercurilor O; si Os.

(vezi problema saptamanii 1)


https://wordpress.com/post/pregatirematematicaolimpiadejuniori.wordpress.com/5358
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