Problema saptaménii 192

2019 numere naturale nenule sunt scrise pe un cerc. Se stie ca diferenta dintre
oricare doua numere vecine pe cerc este egala cu cel mai mare divizor comun al
acestora. Determinati cea mai mare valoare posibila a unui numar n care divide
produsul numerelor de pe cerc oricare ar fi alegerea acestora.

Turneul Oraselor, 2015

Solutie: Vom arata ca cel mai mare n care divide intotdeauna produsul numerelor
de pe cerc este 21011 . 3,

Mai intai demonstram ca acest numar divide produsul numerelor de pe cerc.

Nu putem avea doua numere impare vecine pe cerc deoarece diferenta lor ar fi
para, in timp de cmmdc-ul impar. Asadar, pe cerc sunt cel putin 1010 numere
pare, in particular vor exista doua numere pare vecine. Presupunand ca niciunul
dintre aceste doua numere nu este multiplu de 4, ar rezulta ca diferenta lor este
divizibila cu 4 in timp ce cmmdc-ul lor nu. Contradictia obtinuta arata ca produsul
numerelor de pe cerc este divizibil cu 229!,

Presupunand ca produsul n-ar fi divizibil cu 3, numerele de pe cerc ar trebui sa
dea, toate, fie restul 1, fie restul 2 la iImpartirea cu 3. Avand un numar impar de
numere pe cerc, resturile nu pot alterna, deci vor fi doua numere vecine pe cerc care
dau acelasi rest la impartirea cu 3. Dar atunci diferenta lor este multiplu de 3, in
timp ce ecmmdc-ul nu. Aceasta contradictie arata ca trebuie sa existe un multiplu
de 3 pe cerc, deci produsul numerelor de pe cerc este intotdeauna divizibil cu 2011.3.

Scriind pe cerc numerele 2,1,2,1,...,2,1,2, 3,4 care respecta conditiile din enunt,
si au produsul exact 2'%1 . 3, se vede ca divizorul maxim al produsului numerelor
de pe cerc nu depaseste 22911 . 3,

Am primit solutii de la: Andrei Giovani Chirita, David Andrei Anghel, Carol
Luca Gasan, Radu Serban, Ana Valeria Duguleanu, Selim Cadirsi Radu-Alexandru
Vasilescu.

Problem of the week no. 192

2019 positive integers are written on a circle. The difference between any two ad-
jacent numbers is equal to their greatest common divisor. Determine the maximal
value of n which divides the product of the 2019 numbers regardless of their choice.

Tournament of Towns, 2015

Solution: It is easy to adapt the solution of problem 5 from here.


https://www.math.toronto.edu/oz/turgor/archives/TT2015S_SOsolutions.pdf

