BARAJ DE JUNIORI
Arabia Saudita, barajul 4, 2019

Problema 1. O multime S se numeste vecinag daca satisface urmatoarele doua
proprietati:

i) S are 4 elemente;

ii) pentru orice element x € S, cel putin unul dintre numerele x — 1 si z + 1 ii
apartine lui S.

Aflati numarul tuturor submultimilor vecine ale multimii {1,2,...,n}.

Problema 2. Aratati ca nu exista numere naturale x,y, z astfel incat
(3x + 4y) (4 + by) = 7.

Problema 3. Fie S o multime de numere reale astfel incat:
i)1e S,

ii) pentru orice a,b € S (nu neaparat diferite), avem a — b € S;
iii) pentru orice a € S, a # 0, avem % €s.

Aratati ca, oricare ar fi a,b € S, avem ab € S.

Problema 4. In triunghiul ABC, in care m(<CACB) = 45°, fie O si H centrul
cercului circumscris, respectiv ortocentrul. Dreapta care trece prin O si este per-
pendiculara pe C'O intersecteaza AC si BC' in K, respectiv L. Demonstrati ca
perimetrul lui K LH este egal cu diametrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute



Solutii oficiale:

Problema 1. O multime S se numeste vecina daca satisface urmatoarele doua
proprietati:

i) S are 4 elemente;

ii) pentru orice element x € S, cel putin unul dintre numerele z — 1 gi =z 4+ 1 ii
apartine lui S.

Aflati numarul tuturor submultimilor vecine ale multimii {1,2,...,n}.

Solutie:
Fie x indicele celui mai mic element al unei multimi vecine, iar y indicele celui
mai mare element. Atunci submultimea consta din elementele a,, az41,ay—1, ay.
Astfel, numarul de submultimi vecine este numarul perechilor (z,y) cu y — x > 3.
Numarul acestora este
(n—3)(n—2)

5 .

1424+3+...4+(n—3)=

Problema 2. Aratati ca nu exista numere naturale x,y, z astfel incat
(3x + 4y)(4x + by) = 7.

Solutie:
Din ipoteza rezulta ca numerele 3z + 4y si 4x + 5y trebuie sa fie puteri ale lui 7,
deci la fel trebuie sa fie si catul impartirii lor. Dar

4o + by

1< — <2,
dr + 4y

deci acesta nu poate fi putere a lui 7.

Remarca: O alta cale de a rezolva problema: din 7 | 3z +4y i 7 | 4x + 5y rezulta
71438z +4y) —3Bx+5by) =y, deci 7|y i 7| . Inlocuind z = 72’ si y = 7y/
obtinem ca 3z’ + 4y’ si 42’ + 5y’ sunt puteri ale lui 7. Dar acest proces poate fi
repetat de o infinitate de ori, contradictie.

Problema 3. Fie S o multime de numere reale astfel incat:
i)lesS;

ii) pentru orice a,b € S (nu neaparat diferite), avem a — b € S;
iii) pentru orice a € S, a # 0, avem % es.

Aratati ca, oricare ar fi a,b € S, avem ab € S.

Solutie:

Daca a = 0 € S sau a = 1, atunci pentru orice b € S rezulta ab € S. Asadar,
putem presupune a,b ¢ {0,1}.

Dinle Sgia€ Srezulta 1 —a € S, apoi (1 —a) —1=—a € S.



Pentru orice b € S avem atunci b — (—a) = b+ a € S. De asemenea, a — 1 € S,
deci L—ll, a—il € S, de unde

1 1 1
——=——"¢€38S.
a—1 a (a—1)a

Rezultd ci si a(a — 1) € S, deci si a(a — 1) +a = a®> € S. Daci a,b € S, atunci
a?, %, (a+b)* € S, deci (a +b)* — a® = b* + 2ab € S si (b* + 2ab) — b* = 2ab € S.
De aici rezulta ca ﬁ € S, deci

de unde ab € S.

Problema 4. In triunghiul ABC, in care m(<ACB) = 45°, fie O si H centrul
cercului circumscris, respectiv ortocentrul. Dreapta care trece prin O si este per-
pendiculara pe C'O intersecteaza AC' si BC' in K, respectiv L. Demonstrati ca
perimetrul lui K LH este egal cu diametrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Solutie:

Fie E si F punctele in care semidreptele (AH si (BH intersecteaza cercul circum-
scris. Un calcul de unghiuri arata ca E este simetricul lui H fata de BC. Avem
m(<HBC) = 90° — m(<C) = 45°, deci m(<«CBE) = m(<«CBH) = 45°.

Asadar, m(<CFE) = 45°, ceea ce implica m(<COF) = 90°. Analog, m(<COF) =
90°, deci punctele E, L, K, F' sunt coliniare. De aici deducem ca LH = LFE si
KH = KF, ceea ce inseamna ca

Py, =HL+ LK+ KH=FL+ LK+ KF =FLEF

care este diametru al cercului circumscris.




