BARAJ DE JUNIORI
Arabia Saudita, barajul 3, 2019

Problema 1. Determinati numarul maxim de cruci care se pot plasa fara supra-
puneri pe o suprafata patrata 8 x 8 astfel incat fiecare din cele cinci patratele ale
unei cruci sa acopere cate un patrat unitate al tablei 8 x 8.

Problema 2. Determinati toate perechile (m,n) de numere naturale pentru care
125 - 2" — 3™ = 271.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si scalen. Punctele D si F
sunt 1n interiorul triunghiului astfel incat <DAB = <DCB, <DAC = <DBC,
IFEAB = <EBC si <FAC = <ECB.

Demonstrati ca triunghiul ADFE este dreptunghic.

Problema 4. Fie n un numar natural nenul si aq, as, . . ., a, numere reale. Aratati
ca exista m, k € {1,2,...,n} astfel incat

m n

E a; — E a;| < |agl-

i=1 i=m+1

Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute



Solutii oficiale:

Problema 1. Determinati numarul maxim de cruci care se pot plasa fara supra-
puneri pe o suprafata patrata 8 x 8 astfel incat fiecare din cele cinci patratele ale
unei cruci sa acopere cate un patrat unitate al tablei 8 x 8.

Solutie:

Sa observam ca patratelele din cele patru colturi nu pot fi acoperite cu cruci.
Astfel, putem presupune ca ele au fost indepartate de pe tabla si ca sunt numai 60
de patratele.

De pe primul rand, cel mult doua patratele pot fi acoperite de cruci, deci cel putin
4 (din cele 6 ramase) nu vor fi acoperite. Acelasi argument functioneaza si pentru
ultima linie, prima coloana si ultima coloana. Astfel, cel mult 60 — 4 -4 = 44
patratele vor fi acoperite. O cruce acopera 5, deci putem avea cel mult 8 cruci.
Ramane sa dam un exemplu cu 8 cruci.

Problema 2. Determinati toate perechile (m,n) de numere naturale pentru care
125 - 2" — 3™ = 271.

Solutie:
Considerand ecuatia mod 5 obtinem

3"=-1 (mod 5),
deci m = 4k + 2 cu k natural. Considerand acum ecuatia mod 7, avem
—2" — 9%+l =5 (mod 7),

ceea ce Inseamna
2" +22F1 =92 (mod 7).



Cum 2° = 1,2,4 (mod 7), singura posibilitate este 2" = 2%*1 = 1 (mod 7), deci
3| nsgi3]|2k+1. Din ultima obtinem 3 | m, deci putem scrie n = 3x, m = 3y,
x,y € N.

Astfel, ecuatia din enunt se scrie 5% - 237 — 3% = 271, sau

(5-2% — 3¥)(25- 2% 4+ 5. 2% . 3 + 3%) = 271.

Rezulta ca 25 -2%¢ +5-2% .39 + 3%2Y < 271, de unde x < 2. Convine z = 1 pentru
care se obtine y = 2. Astfel, m =6 si n = 3.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si scalen. Punctele D si F
sunt 1n interiorul triunghiului astfel incat <DAB = <DCB, <DAC = <DBC,
IEAB = <EBC si <FAC = <ECB.

Demonstrati ca triunghiul ADFE este dreptunghic.

Solutie:

Mai intai vom demonstra ca D este ortocentrul triunghiului ABC. Notam {A'} =
ADNBC, {B'} = BDNCA, {C'} = CDnN AB. Deoarece <DAB = <DCB,
patrulaterul ACA’C” este inscriptibil. Analog, si ABA’B’ este inscriptibil. Atunci
<DA'B = «<DB'A, <DA'C = «DC'A i DA-DA" = DB - DB = DC - D',
deci si BCOB'C' este inscriptibil. Atunci <DB'A = <DC'A ceea ce implicd
<DA'B = <DA'C. Dar m(<DA'B) + m(<«DA'C) = 180° implica AA" L BC.
De aici rezulta BB' 1. CA si CC" 1. AB, deci D este ortocentrul triunghiului
ABC.

(Altfel: Daca AD intersecteaza a doua oara cercul circumscris lui BCD in P,
rezulta imediat ca BC' este mediatoarea lui [AP], deci AD L BC. De aici rezulta
usor ca D este ortocentrul.)

Fie acum M intersectia lui AF cu BC. Din <EBM = <FEAB rezulta ca M B
este tangenta cercului circumscris triunghiului ABE. Analog, MC' este tangenta
cercului circumscris triunghiului ACE, deci

ME-MA=MB?*=MC?=MB'? = MC'?

(deoarece MB = MC = MB' = MC(C"). Rezulta ca M B’ este tangenta cercului
circumscris triunghiului AEB’, deci <AEB' = <M B'C = <C'. Analog, <AEC' =
<B, deci m(<B'EC") = m(<AEB') + m(<AEC") = m(<B) + m(<C) = 180° —
m(<tA). Asadar, AB'EC" este inscriptibil, dar si AB'DC" este inscriptibil, deci
cele cinci puncte, A, B',C’, D, E sunt conciclice, ceea ce implica m(<AED) =
m(<AB'D) = m(<AC'D) = 90°. Asadar, triunghiul ADFE este dreptunghic.



AN

Remarca: Aceasta problema scoate in evidenta o proprietate a punctului Humpty
(vezi |On two special points in triangle).

Problema 4. Fie n un numar natural nenul si aq, as, . . ., a, numere reale. Aratati
ca exista m, k € {1,2,...,n} astfel incat
m n
E a; — E a;| < |ag).
i=1 i=m+1
Solutie:
Sa notam

T n
Sx = E a; — E Q;.
=1

i=x+1

Atunci Sy = =S, si Spy1 — Sp = 2a,41. Putem presupune S,, > 0. Fie m astfel
incat S, <0, S,,11 > 0. Atunci

‘Sm| + ‘Serll = |Sm - m+1‘ = 2|am+1|,

deci fie |Sp,|, fie |Sy+1| este mai mic sau egal ca |a,,+1| care este mai mic sau egal
ca max |a;| = |ag|.
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https://pregatirematematicaolimpiadejuniori.files.wordpress.com/2018/05/two_special_points__1_.pdf

