BARAJ DE JUNIORI
Arabia Saudita, barajul 1, 2019

Problema 1. Determinati cel mai mic numar natural m pentru care exista numere
naturale n > k > 1 astfel incat

11...1=11...1-m.
—

Problema 2. La sah, calul atacd pétratelele situate la distantd v/5. Pe o tabli
12 x 12 sunt plasati niste cai astfel incat in fiecare patrat 2 x 2 sa existe macar un
cal. Aflati numarul maxim de patratele care nu sunt atacate de cai. (Un cal nu
ataca patratelul pe care se afla.)

Problema 3. Cate numere naturale n satisfac urmatoarele conditii:

i) 219 < n <2019,

ii) exista x,y € Z astfel incat 1 <z < n < y si y este divizibil cu toate numerele
naturale de la 1 la n cu exceptia numerelor = si  + 1 cu care y nu este divizibil.

Problema 4. Fie AD inaltimea corespunzatoare ipotenuzei triunghiului drep-
tunghic ABC'. Fie DFE inaltime a triunghiului ADB §i DZ inaltime a triunghiului
ADC. Pe dreapta AB se considera punctul N astfel incat C N este paralela cu EZ.
Fie A’ simetricul lui A fata de dreapta EZ si I, K proiectiile lui A" pe AB, res-
pectiv AC. Demonstrati ca <INA'T = <ADT, unde T este punctul de intersectie
dintre I K si DFE.

Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute



Solutii oficiale:

Problema 1. Determinati cel mai mic numar natural m pentru care exista numere
naturale n > k > 1 astfel incat

11...1=11...1-m.
—

Solutie:

Evident, trebuie ca m > 9. Dacd m = ab, unde a > 1, atunci trebuie si avem
b = 1 pentru ca ultima cifra a produsului 1 -m sa fie egal cu 1. In acest caz,
penultima cifra a produsului 11...1-m este egala cu ultima cifra a lui @ 4+ 1 si nu

k
poate fi egala cu 1. Asadar, m > 100. Evident, m = 100 nu satisface conditia, insa
m = 101 o satisface intrucat 11 - 101 = 1111.
Asadar, raspunsul la problema este m = 101.

Problema 2. La sah, calul ataci patratelele situate la distanta /5. Pe o tabla
12 x 12 sunt plasati niste cai astfel incat in fiecare patrat 2 x 2 sa existe macar un
cal. Aflati numarul maxim de patratele care nu sunt atacate de cai. (Un cal nu
ataca patratelul pe care se afla.)

Solutie:

Sa observam ca daca punem un cal in ori-
care din cele patru patratele verzi din figura
alaturata, acesta va ataca unul din cele doua
patratele gri. Cum patratelele verzi formeaza
un patrat 2 x 2, cel putin unul din cele doua
patratele gri va fi atacat.

Sa impartim acum tabla in 72 de perechi, ca in figura de mai jos (in care am marcat
12 din cele 72 de perechi).



Conform celor de mai sus, cel putin 72 dintre patratelele tablei sunt atacate de cai.
Pentru a da un exemplu in care exact 72 de patratele sunt atacate, coloram tabla
ca pe o tabla de sah si punem cai pe patratelele negre. Atunci patratelele negre nu
sunt atacate, in vreme ce toate cele albe sunt atacate, deci exact 72 dintre patratele
sunt atacate.

Asadar, raspunsul la problema este 72.

Problema 3. Cate numere naturale n satisfac urmatoarele conditii:

i) 219 < n <2019,

ii) exista x,y € Z astfel incat 1 < z < n < y si y este divizibil cu toate numerele
naturale de la 1 la n cu exceptia numerelor x si x 4+ 1 cu care y nu este divizibil.

Solutie:

Raspunsul este 292.

Observam ca daca © = pq, cu p,q > 1si (p,q) = 1, atunci 1 < p,q < z, deci p | y,
q | y, ceea ce implica x | y, contradictie.

Asadar, x trebuie sa fie o putere a unui numar prim si la fel se arata si despre x+ 1
ca trebuie sa fie putere a unui numar prim. Dar unul dintre aceste doua numere
este par, deci trebuie sa fie o putere a lui 2.

Pe de alta parte, deoarece 2x t y, trebuie ca n < 2z. Daca pentru un n exista un
x cu proprietatile din enunt, atunci este usor de gasit un y > n divizibil cu toate
numerele naturale de la 1 la n cu exceptia numerelor x si x + 1.

Asadar, un numar n are proprietatea din enunt, daca exista o putere a lui 2, cuprinsa
intre 5 si n, cu proprietatea ca unul din vecinii sai este putere a unui numar prim.
1. Pentru orice numar 219 < n < 255 putem lua z = 127' si v + 1 = 27,

2. Pentru orice numar 257 < n < 511 putem lua z = 2% si x + 1 = 2574

3. Pentru numerele 513 < n < 1023 nu putem alege niciun x deoarece nici 511 si



nici 513 nu sunt puteri de numere prime.

4. Pentru numerele 1025 < n < 2019 nu putem alege niciun z deoarece nici 1023
si nici 1025 nu sunt puteri de numere prime.

Asadar, in total sunt 37 + 255 = 292 de numere cu proprietatea din enunt.

Problema 4. Fie AD inaltimea corespunzatoare ipotenuzei triunghiului drep-
tunghic ABC'. Fie DFE inaltime a triunghiului ADB i DZ inaltime a triunghiului
ADC'. Pe dreapta AB se considera punctul N astfel incat C'N este paralela cu EZ.
Fie A’ simetricul lui A fata de dreapta EZ si I, K proiectiile lui A" pe AB, res-
pectiv AC. Demonstrati ca <INVA'T = <ADT, unde T este punctul de intersectie
dintre I K si DE.

Solutie:

Fie L, M, F punctele in care dreapta AA’ intersecteaza dreptele EZ, BC', respectiv
CN. Segmentul K, fiind diagonala a dreptunghiului K A'T A, trece prin L care,
din constructie, este mijlocul celeilalte diagonale, AA’. Triunghiurile ZAL i ALE
sunt asemenea, deci <ZAL = <AFEZ. Din asemanarea triunghiurilor ABC' si
DAB avem <ACB = <BAD. Asadar avem <AEZ = <BAD, deci

<ZAL = «CAM = <ACB = <ACM.

Deoarece AF L C'N, triunghiurile dreptunghice AFC' si C'DA sunt congruente.
Atunci si inaltimile duse din F', respectiv D 1n cele doua triunghiuri sunt congru-
ente. Rezulta ca F'D || AC si cum DE || AC obtinem ca punctele D, E, F' sunt
coliniare. In triunghiul LF'T avem

AT || FT si <LA'T = <LIA,

deci <LL.TF = <LFT. Rezulta ca punctele A, I, F, T sunt conciclice. De asemenea,
m(<A'IN) = m(<A'FN) = 90°, deci si punctele I, A’, F, N sunt conciclice. Astfel,
punctele I, A', F, N, T se afla, toate, pe un cerc. De aici deducem ca

INAT = <«TFN = <ACF = «FFEZ = <ADT.






