BARAJ DE JUNIORI
Arabia Saudita, barajul 3, 2018

Problema 1. Fie n un numar natural compus. Pentru fiecare divizor propriu d al
lui n scriem pe tabla numarul d+ 1. Determinati toate numerele naturale n pentru
care numerele scrise pe tabla sunt tocmai divizorii proprii ai unui numar natural
m. (Divizorii proprii ai unui numar natural a > 1 sunt divizorii pozitivi ai lui a

diferiti de 1 i de a.)

Problema 2. Fie ABC' D un patrat inscris in cercul . Fie P un punct pe arcul
mic C'D al cercului 4. Dreapta PB intersecteaza AC' in E. Dreapta PA inter-
secteaza DB in F'. Cercul circumscris triunghiului PEF' intersecteaza a doua oara
% in ). Demonstrati ca P(Q) este paralela cu C'D.

Problema 3. Demonstrati ca in orice triunghi exista doua laturi de lungimi x si

y astfel incat
V5 —1 <% \/g—l—l.
2 Ty 2

Problema 4. Fie n > 2 un numar natural. Consideram n pungi cu bomboane,
fiecare din ele continand exact o bomboana. Ali si Omar joaca urmatorul joc in
care cei doi muta alternativ (Ali muta primul): La fiecare mutare a sa, jucatorul
alege doua pungi care contin x, respectiv y bomboane, cu x i y prime intre ele,
apoi pune cele x + y bomboane intr-o singura punga. Cel care nu mai poate muta
pierde. Care din cei doi jucatori are o strategie pentru a castiga acest joc?

Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute



Solutii oficiale:

Problema 1. Fie n un numar natural compus. Pentru fiecare divizor propriu d al
lui n scriem pe tabla numarul d+ 1. Determinati toate numerele naturale n pentru
care numerele scrise pe tabla sunt tocmai divizorii proprii ai unui numar natural
m. (Divizorii proprii ai unui numar natural @ > 1 sunt divizorii pozitivi ai lui a
diferiti de 1 si de a.)

Solutie:

Numarul 2 nu apare pe tabla deoarece d # 1. Atunci m trebuie sa fie impar, deci
toate numerele de pe tabla trebuie sa fie impare. Atunci n nu are divizori proprii
impari, deci n = 2* pentru un k£ > 1.

Daca n = 4, pe tabla se scrie numai numarul 3, adica singurul divizor propriu ai
lui m = 9. Asadar, n = 4 convine.

Daca n = 8, pe tabla se scriu numerele 3 gi 5, adica divizorii proprii ai lui m = 15.
Asadar gi n = 8 convine.

Presupunand ca un numar compus n > 16 ar satisface conditia din enunt. Divizorii
proprii ai lui n = 2% sunt 2,4,8,...,2* 1 deci pe tabla trebuie sa se afle numerele
3,5,9,....,251 4+ 1. Cum 3,5,9 sunt divizori ai unui numér natural m, trebuie ca
45 | m, deci 15 este un divizor propriu al lui m. Dar 15 nu este pe tabla deoarece
14 nu este putere a lui 2.

In concluzie, n = 4 si n = 8 sunt singurele solutii.

Problema 2. Fie ABC'D un patrat inscris in cercul 4. Fie P un punct pe arcul
mic C'D al cercului 4. Dreapta PB intersecteaza AC' in E. Dreapta PA inter-
secteaza DB in F'. Cercul circumscris triunghiului PEF' intersecteaza a doua oara
% 1n Q. Demonstrati ca PQ) este paralela cu C'D.

Solutie

Fie K centrul cercului circumscris
triunghiului  PEF. Observam ca
m(<APB) = m(<ADB) = 45° deci
triunghiul K E'F este dreptunghic isoscel
cu varful in K.  Astfel, patrulaterul
OFEKF este inscriptibil.

Rezulta ca m(<FOK) = m(<«FEK) =
45°, deci OK este bisectoarea unghiului
<DOC, prin urmare si mediatoarea la-
turii CD. Cum KP = K@ 51 OP = 0Q),
avem OK 1 PQ. Asadar, PQ si CD
sunt paralele.




Problema 3. Demonstrati ca in orice triunghi exista doua laturi de lungimi x si
y astfel incat

V5 —1 <% V5 + 1'
2 Ty 2
Solutie:
Fie a, b, c lungimile laturilor triunghiului. Putem presupune ca a > b > c.
Fiem=¢ §1n—b Atunci m,n > 1 > ‘/5 L

Vom arata ca macar unul din numerele m gi n este mai mic sau egal ca f“

f_

Sa presupunem ca m,n > Cum b+ c¢ > a, avem n+ 1 > mn. Obtlnem ca

n+1>mn> @ n, de unde n < ‘[“ , ceea ce reprezinta o contradictie.

Prin urmare, cel putln unul dintre numerele m si n este mai mic sau egal ca f“

ceea ce incheie demonstratia.

Problema 4. Fie n > 2 un numar natural. Consideram n pungi cu bomboane,
fiecare din ele continand exact o bomboana. Ali si Omar joaca urmatorul joc in
care cei doi muta alternativ (Ali muta primul): La fiecare mutare a sa, jucatorul
alege doua pungi care contin x, respectiv y bomboane, cu x i y prime intre ele,
apoi pune cele x + y bomboane intr-o singura punga. Cel care nu mai poate muta
pierde. Care din cei doi jucatori are o strategie pentru a castiga acest joc?

Solutie:

Vom demonstra ca, pentru orice n > 2, Omar este cel care are strategie castigatoare.
La inceput, Ali trebuie sa uneasca doua pungi cu cate o bomboana intr-o punga
cu doua bomboane. Aratam ca Omar poate face astfel incat sa lase o punga cu
un numar impar de bomboane, iar toate celelalte pungi sa aiba cate o singura
bomboans. Intr-adevir, Omar uneste punga cu doua bomboane cu o punga cu o
bomboana obtinand o punga cu 3 bomboane. Sa presupunem ca dupa o mutare
a lui Omar exista o punga cu 2k + 1 bomboane (cu k € N*), iar celelalte pungi
contin cate o bomboana. La urmatoarea sa mutare, Ali are doua posibilitati:

e ¢l poate uni doua pungi de cate o bomboana formand o punga cu 2 bomboane; in
acest caz Omar uneste punga cu 2k + 1 bomboane cu cea cu 2 bomboane si obtine
o punga cu 2k + 3 bomboane.

e ¢l poate uni punga cu 2k 4+ 1 bomboane cu una cu o bomboana si obtine o punga
cu 2k + 2 bomboane; atunci Omar uneste acesta punga cu una cu o bomboana
obtinand din nou o punga cu 2k + 3 bomboane.

Asadar, Omar poate intotdeauna controla situatia pungilor. Sa mai observam ca
dupa o pereche de mutari, numarul de pungi scade cu 2.

Daca n este impar, Omar va urma strategia de mai sus pana cand ajunge sa-i lase
lui Ali o singura punga. Ali nu mai poate muta, prin urmare pierde.

Daca n este par, cu strategia de mai sus Omar face sa se ajunga la o punga cu
2k + 1 bomboane si 3 pungi cu cate o bomboana.

Ali va uni doua pungi cu un numar impar de bomboane si va obtine o punga cu

3



un numar par de bomboane (fie 2, fie 2k + 2). Omar va uni celelalte doua pungi,
obtinand si el o punga cu un numar par de bomboane. Astfel, Ali urmeaza la
mutare avand doua pungi cu un numar par de bomboane, prin urmare el nu mai
are mutare si pierde.

In concluzie, pentru orice n > 2 Omar are strategie castigatoare.



