BARAJ DE JUNIORI
Arabia Saudita, barajul 2, 2018

Problema 1. Numerele prime distincte p, ¢, r satisfac ecuatia
2pqr + 50pg = Tpqr + 55pr = 8pqr + 12qr = A
pentru un anumit numar natural A. Aflati A.

Problema 2. Fie a, b, c numere reale cu proprietatea a+b-+c+ab+bc+ca+abc > 7.
Demonstrati ca

Va2 +024+24+VR2+2+2+V2+a2+2>6.

Problema 3. Cubul n x n x n consta din n® cuburi unitate 1 x 1 x 1, iar cel putin
unul dintre aceste cuburi unitate este negru. Aratati ca putem intotdeauna taia
cubul in bucati paralelipipedice astfel incat fiecare bucata sa contina exact un cub
unitate negru.

Problema 4. Fie ABC un triunghi ascutitunghic in care O si H sunt centrul
cercului circumscris, respectiv ortocentrul. Fie M un punct pe arcul mic BC' al
cercului circumscris (diferit de B si C) gi fie D, E, F' simetricele punctului M fata
de dreptele OA,OB,OC. Notam cu K intersectia dreptelor BF si C'E si cu [
centrul cercului inscris in triunghiul DEF.

a) Demonstrati ca mediatoarele segmentelor [E'F] gi [I K] se intersecteaza pe cercul
circumscris triunghiului ABC.

a) Demonstrati ca punctele H, K, I sunt coliniare.

Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute



Solutii oficiale:

Problema 1. Numerele prime distincte p, ¢, r satisfac ecuatia
2pqr + 50pq = Tpqr + 55pr = 8pqr + 12qr = A
pentru un anumit numar natural A. Aflati A.

Solutie: Rescriem conditia sub forma pg(2r+50) = pr(7q+55) = qr(8p+12) = A.

Constatam ca A trebuie sa fie divizibil cu p, ¢ §i r, deci K = z% este un numar

natural. impérgind, obtinem K = 2 + % =7+ % =8+ 1?2. Deducem ca p | 12,
q | 55, 7| 50. De aici rezulta urmatoarele posibilitati:

ep=2g=11,r=5;

ep=3,q=11,r=25;

ep=3g=11r =2,

ep=3,qg=951=2.

Convine numai tripletul (p,q,7) = (3,11,5) pentru care se obtine K = 12 si apoi
A = 1980.

Problema 2. Fie a, b, c numere reale cu proprietatea a+b+c+ab+bc+ca+abec > 7.
Demonstrati ca

Va2 + 02 +2+ VP + 2 +2+ VA +a?+2>6.

Solutie:

Pornim de la 22 + ¢y +1>ay +x +vy, Vo,y € R.

Atunci vVa? + b2 +2 > /la] - [b] + [a] + [b] + 1 = \/(Ja| + 1)(|b] + 1) si analoagele.
Din inegalitatea mediﬂor Va2 + b2 +2 —|— VR +2+24+VR+a2+2 >

Vlal + )bl + 1) + /(18] + (I + 1) + /(e + 1)(Jal + 1) >

3/ (lal + 1)(|b] + 1)(Je] +1) = 3¢/|abe| + |ab] + [be| + |ca| + |a] + [b] + || +1 >

3vabc+ab+bc+ca+a+b+c+1>3y7T+1=6.
Egalitatea are loc daca si numai daca a =b=c=1.

Problema 3. Cubul n x n x n constd din n® cuburi unitate 1 x 1 x 1, iar cel putin
unul dintre aceste cuburi unitate este negru. Aratati ca putem intotdeauna taia
cubul in bucati paralelipipedice astfel incat fiecare bucata sa contina exact un cub
unitate negru.

Solutie:

Demonstram ca afirmatia este adevarata pentru orice paralelipiped dreptunghic
axbxec cua,bc e N Vom demonstra aceasta afirmatie prin inductie (tare)
dupa numarul de cuburi unitate negre.

Daca paralelipipedul contine un singur cub unitate negru, nu trebuie sa facem nicio



taietura.

Sa presupunem acum ca un paralelipiped contine cel putin doua cuburi unitate
negre. Atunci putem taia paralelipipedul astfel incat fiecare bucata sa contina cel
putin un cub unitate negru. Potrivit ipotezei de inductie, fiecare din cele doua
bucati poate fi taiata in bucati mai mici care sa contina exact un cub unitate ne-
gru.

Remarca: Problema este foarte simpla cata vreme observam ca problema nu se
refera de fapt la un ,,cub mare” si ca de fapt ea este adevarata pentru orice para-
lelipiped dreptunghic.

Problema 4. Fie ABC un triunghi ascutitunghic in care O si H sunt centrul
cercului circumscris, respectiv ortocentrul. Fie M un punct pe arcul mic BC' al
cercului circumscris (diferit de B si C) gi fie D, E, F' simetricele punctului M fata
de dreptele OA,OB,OC. Notam cu K intersectia dreptelor BF si CE si cu [
centrul cercului inscris in triunghiul DEF.

a) Demonstrati ca mediatoarele segmentelor [F'F] si [/ K] se intersecteaza pe cercul
circumscris triunghiului ABC'

a) Demonstrati ca punctele H, K, I sunt coliniare.

Solutie:

a) Deoarece OD = OF = OF = OM, punctele D, E, F' sunt pe cercul circum-
scris. OC' este mediatoarea lui [M F; ea intersecteaza cercul circumscris in mijlocul
arcului M F, deci (EC este bisectoarea unghiului <M EF. Analog, (F'B este bi-
sectoarea unghiului <M F'E. Rezulta ca punctul K este centrul cercului inscris in
triunghiul M EF. Asadar, (M K este bisectoarea unghiului <EM F si trece prin
mijlocul N al arcului FF al cercului circumscris. Astfel, aplicand o cunoscuta
proprietate, obtinem NEF = NK = NI = NF.

Rezulta ca punctele E, F, K, I sunt conciclice i mediatoarele segmentelor [E'F] si
[I K] trec prin punctul N aflat pe cercul circumscris.

b) Din aceleagi motive (B este mijlocul arcului EM) avem BK = BM = BF i,
analog, CK = CM = CFE. Atunci K este simetricul lui M fata de BC. Analog,
daca {L} = CD N AF, atunci L este simetricul lui M fata de AC' si ML si ET se
intersecteaza in mijlocul P al arcului DF' al cercului circumscris.

Consideram hexagrama CDNM PFE si aplicam teorema lui Pascal. Obtinem ca
cele trei intersectii, {L} = CDNMP, {I} = DNNPE, {K} = CENMN sunt
coliniare. De asemenea, stim ca LK este dreapta lui Steiner a punctului M de pe
cercul circumscris, deci LK trece prin ortocentrul H al triunghiului ABC'. De aici
rezulta ca punctele H, I, K sunt coliniare.






