BARAJ DE JUNIORI
Arabia Saudita, barajul 1, 2018

Problema 1. Stabiliti daca exista triunghiuri cu lungimile laturilor z,y, z care
satisfac
2ty +20 =@+ y)y+2)(z + ).

Problema 2. Fie M si N doua numere palindrom, fiecare avand 9 cifre. (Un
numar palindrom este un numar care se citeste la fel de la cap la coada ca si de la
coada la cap; un numar palindrom nu poate incepe cu cifra 0.) Daca M < N si
nu exista numere palindrom intre M si N, aflati toate valorile posibile ale lui N—M.

Problema 3. Fie ABC un triunghi inscris in cercul € si I centrul cercului sau
inscris. Dreptele IB si IC' intersecteaza din nou cercul ¢ in J si L. Cercul w,
circumscris lui I BC', intersecteaza din nou CA i AB in F gi F. Aratati ca EL si
F'J se intersecteaza pe cercul w.

Problema 4. Fie n > 2 un numar natural. O multime, S, de numere naturale
nenule se numeste completa daca, pentru orice numar intreg 0 < z < n, exista o
submultime a lui S cu proprietatea ca restul impartirii la n a sumei elementelor
submultimii este x. Se considera ca suma elementelor multimii vide este 0. Aratati
ca daca o multime S este completd, atunci exista o submultime (nu neaparat
proprie) a lui S care are cel mult n — 1 elemente i care este tot completa.

Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute



Solutii oficiale:

Problema 1. Stabiliti daca exista triunghiuri cu lungimile laturilor x,y, z care
satisfac
P4+t + 2 = (v +y)(y+2) (2 + o).

Solutie: Vom arata ca raspunsul este negativ. Presupunem contrariul. Deoarece
x,1y, z sunt lungimi de laturi de triunghi, avem

r+y>z, y+z2>x, 2+x>1,

deci (z4y)(y+2)(z+x) = 2°(y+2) +y* (2 + 2) + 22 (2 +y) + 2zyz > 2° +y° + 2°,
contradictie.

Problema 2. Fie M si N doud numere palindrom, fiecare avand 9 cifre. (Un
numar palindrom este un numar care se citeste la fel de la cap la coada ca si de la
coada la cap; un numar palindrom nu poate incepe cu cifra 0.) Daca M < N si
nu exista numere palindrom intre M si IV, aflati toate valorile posibile ale lui N—M.

Solutie: Notam numarul M = abcdedcba. Consideram cazurile:

e Daca e < 8, atunci urmatorul numar palindrom este N = abed(e + 1)dcba, caz
in care N — M = 10000.

e Daca e =9 gi d < 8, atunci urmatorul numar palindrom este

N = abe(d + 1)0(d + 1)cba, caz in care N — M = 11000.

e Daca d = e =9 si ¢ <8, atunci urmatorul numar palindrom este

N = ab(c+ 1)000(c + 1)ba, caz in care N — M = 1100.

e Daca ¢ = d = e = 9 i b < 8, atunci urmatorul numar palindrom este
N = a(b+ 1)00000(b + 1)a, caz in care N — M = 110.

e Dacab=c=d=e =9gia <8, atunci urmatorul numar palindrom este
N = (a +1)0000000(a + 1), caz in care N — M = 11.

Asadar, valorile posibile sunt 10000, 11000, 1100, 110 si 11.

Problema 3. Fie ABC un triunghi inscris in cercul € si I centrul cercului sau
inscris. Dreptele IB si IC' intersecteaza din nou cercul ¢ in J si L. Cercul w,
circumscris lui I BC', intersecteaza din nou CA si AB in F i F'. Aratati ca EL si
F'J se intersecteaza pe cercul w.

Solutie: Fie X cel de-al doilea punct de intersectie a cercurilor circumscrise tri-
unghiurilor BIC si IJL. Demonstram ca ELNFJ = {X}.

Din patrulatere inscriptibile avem m(<LX1) = m(<LJI) = m(<LJB) =
m(<LCB) = m(<LCA) = 180° — m(<EXI), ceea ce arata ca punctele L, X, E
sunt coliniare, adica X € EL. Analog, F'J trece prin X, de unde concluzia prob-
lemei.



Problema 4. Fie n > 2 un numar natural. O multime, S, de numere naturale
nenule se numeste completa daca, pentru orice numar intreg 0 < z < n, exista o
submultime a lui S cu proprietatea ca restul impartirii la n a sumei elementelor
submultimii este x. Se considera ca suma elementelor multimii vide este 0. Aratati
ca daca o multime S este completa, atunci exista o submultime (nu neaparat pro-
prie) a lui S care are cel mult n — 1 elemente si care este tot completa.

Solutie: Aratam ca daca S este o multime completa cu cel putin n elemente,
atunci putem inlatura un element din S astfel incat multimea ramasa sa fie tot
completa. Facand acest lucru in mod repetat, vom obtine o submultime completa
cun — 1 elemente. Fie S = {sy,$2,...,5;} cuun k > n. Pornim de la multimea
vida gi 1i tot adaugam elemente s; pana obtinem multimea S. De-a lungul acestui
proces urmarim toate posibilele sume ale tuturor submultimilor.

Daca T este multimea curenta a resturilor la fiecare moment, iar noi adaugam la
submultimea curenta un element s;, noua multime a resturilor va i TU{t+s; | t €
T}. In particular, noua multime de resturi depinde numai de vechea multime de
resturi gi de elementul adaugat. La inceputul procesului multimea resturilor este
{0} pentru multimea vida. Deoarece S este completa, multimea finala de resturi
este {0,1,...,n — 1}. Numarul resturilor cregte de la 1 la n. Pe de alta parte,
numarul de elemente creste de la 0 la & > n, deci se fac cel putin n pagi. Prin
urmare cel putin unul dintre pasi nu a modificat numarul de resturi. Acest lucru
inseamna ca adaugarea respectivului element nu a contribuit la producerea de noi
resturi, astfel ca daca renuntam sa-l mai adaugam, obtinem tot o multime com-
pleta, demonstrand afirmatia noastra.



